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Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2025

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
792 (WT = 3,23), 793 (WT = 2,07)

z numeru 2/2025

Jacek Konieczny Poznan 41,11
Jan Zambrzycki  Bialystok 4-34,42
Andrzej Nowogrodzki
Chocianéw 3-29,48
Pawel Kubit Krakéw 17,21
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 6-15,13
Tomasz Wietecha Tarnéw 18-13,15
Krzysztof Zygan Lubin 13,02
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Zadania z fizyki nr 802, 803
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

802. Podrézny stal obok poczatku wagonu z numerem porzadkowym k. Pociag
ruszyl z miejsca, po czym okazalo sie, ze wagon o numerze m mijal pasazera
przez t sekund. Ile czasu przejezdzal obok tego pasazera wagon o numerze n?
Pociag poruszal sie ruchem jednostajnie przyspieszonym, dlugosci wagonéw sa
jednakowe, odleglosci miedzy wagonami zaniedbywalne. Podrézny nie poruszalt
sie wzgledem peronu.

803. Dwie metalowe kule o promieniach R znajduja sie w bardzo duzej
odleglosci od siebie i polaczone sa cienkim przewodnikiem, w ktérego rozciecie
wlaczona jest cewka o wspoétczynniku samoindukcji L. W chwili poczatkowej
jedna z tych kul naladowana jest ladunkiem @, druga nienatadowana. Po jakim
czasie tadunek kuli natadowanej zmaleje dwukrotnie?

Rozwigzania zadan z numeru 5/2025
Przypominamy tres¢ zadan:

798. Dwie bardzo male jednakowe kulki zwigzane niewazka, nierozciagliwg nicia leza na powierzchni
poziomej (rys. 1). Jednej z kulek nadano predkosé vy skierowang pionowo w goére. Jaka powinna byé
wartos¢ tej predkosci, aby druga kulka nie oderwata si¢ od poziomej powierzchni, a ni¢ przez catly
czas byta naciagnieta? Po jakim torze porusza si¢ wtedy pierwsza kulka? Tarcie kulki o podloze jest
zaniedbywalne.

799. Elektron krazy po orbicie kotowej w jednorodnym polu magnetycznym. Indukcja pola
magnetycznego zostaje powoli zwigkszona trzy razy, w czasie wielokrotnie przewyzszajacym okres
obrotu. Ile razy zmieni si¢ w tym czasie promien orbity elektronu?

798. Poniewaz nie ma tarcia, a predko$¢ nadana jednej z kulek jest pionowa, sSrodek masy
uktadu porusza sie w kierunku pionowym. Obie kulki uczestnicza w ruchu ztozonym — ruch
po okregu o promieniu [/2 wokél §rodka nici naklada sie na ruch tego $rodka wzdtuz linii
pionowej. Wybierzmy uklad wspélrzednych jak na rysunku 2. Dolna kulka porusza si¢ wzdluz
osi z, jej predkosé¢ w kazdej chwili jest réwna co do wartoéci sktadowej poziomej predkosci
gérnej kulki i przeciwnie skierowana. Wspélrzedne x i y gérnej kulki mozemy wyrazi¢ przez
kat a:

(1) z =lcosa/2, y=lsina.

Eliminujac a z réwnan (1), otrzymujemy réwnanie elipsy o pétosiach /2 i l:

22/ (1/2)% + 42 /1? = 1.

Gdy gérna kulka wznosi sie, jej predkosé¢ maleje. Sita ciezkosci
odgrywa coraz wieksza role w zakrzywianiu jej toru, co powoduje
zmniejszanie sily napiecia nici. Aby znalezé najmniejsze napiecie,
musimy rozwazy¢ sytuacje w najwyzszym punkcie toru.

Zasada zachowania energii pozwala obliczy¢ warto$é predkosci vy
w punkcie A, jednakowsa dla obu kulek:

(2) mv3 /2 = 2mv? /2 + mgl, stad v = v3/2 — gl.
Oznaczmy przyspieszenie §rodka masy uktadu w chwili, gdy
gérna kulka znajduje si¢ w punkcie A przez ag, przyspieszenia
dosrodkowe kulek przez af i af, (rys. 3), a ich przyspieszenia
catkowite przez a; i ag. Spelnione sg réwnania:

ar’ = aj =i/ (1/2),

az = ab —ap = 0, stad ag = 202 /1,

a1 = a} 4+ ap = W2/l
Minimalne napiecie nici N znajdziemy z réwnania ruchu gornej
kulki oraz réwnania (2):

N 4 mg = 4mv?/l = N = 2muvg/l — 5mg.

Nié¢ bedzie caly czas napigta podczas ruchu, gdy N > 0, stad
vg > 5gl/2.
Dolna kulka nie oderwie si¢ od podtoza, gdy N < mg, stad
vg < 3gl.

Goérna kulka zakresli potowe elipsy i uderzy o podloze. Jesli
zderzenie bedzie sprezyste, to zakresli ten sam tor w przeciwnym
kierunku.
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799. Sila Lorentza nadaje elektronowi przyspieszenie dosrodkowe.
Zgodnie z druga zasada dynamiki

(1) mv?/R = evB,

gdzie m jest masa, a e wartoscig bezwzgledna tadunku elektronu.
Zmiana pola magnetycznego powoduje pojawienie si¢ wirowego
pola elektrycznego E. Zgodnie z prawem Maxwella natezenie F
tego pola dla krétkiego czasu At spelnia réwnanie

27RE = A®p /At = TR2AB/AL,
stad
(2) E = RAB/(2At¢).
Sila elektryczna przyspiesza elektron, zmienia sie jego predkosé
i promien orbity, ale zalezno$¢ (1) nadal jest spelniona.
Praca sily elektrycznej w krotkim czasie At zmienia energie
kinetyczng elektronu:

eEvAt = A (mv2/2) ~ mvAuv,

(3) Av =~ eRAB/(2m).
7 drugiej strony, z réwnania (1), mamy:
(4) Av =~ e(RAB+ BAR)/m.

Z poréwnania (3) i (4):
A(BR?) = R?AB + 2BRAR = R(RAB + 2BAR) = 0.
Oznacza to, ze przy zmianie pola magnetycznego wielkosé BR?

zachowuje sie. Trzykrotny wzrost pola magnetycznego powoduje,
ze promien orbity maleje v/3 razy.
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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
895 (WT =1,73) i 896 (WT = 1,65)

z numeru 2/2025

Zadania z matematyki nr 905, 906
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2025

905. Niech f(z) = 23(2? + 1)~1. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe catkowite wartosci
sumy f(a) 4+ f(b) + f(c) dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a,b,c.

906. W przestrzeni (tréjwymiarowej) dana jest parabola P. Niech R bedzie
zbiorem wszystkich punktéw bedacych wierzchotkami stozkéw obrotowych, na
ktérych lezy P [przez stoZek obrotowy rozumiemy tu powierzchnie powstala
przez obrét prostej wokdl przecinajacej ja (nie prostopadle) innej prostej

(0si obrotu)].

Udowodnié, ze zbiér R takze jest parabolg oraz wyjasni¢, jak sa usytuowane jej
wierzcholek i ognisko wzgledem wierzchotka i ogniska paraboli P. [Wierzcholek
paraboli to punkt jej przecigcia z plaszczyzna symetrii; ognisko to punkt (w jej

Michal Warmuz Zywiec 44,77
Marek Spychata Warszawa 43,22
Marcin Kasperski Warszawa 42,22
Piotr Wisniewski Warszawa 41,62
Grzegorz Wigczkowski 41,31
Andrzej Daniluk Warszawa 39,54
Krzysztof Maziarz Londyn 38,05
Krzysztof Kaminski Pabianice 36,87
Jerzy Cisto Wroctaw 36,37
Marian Lupiezowiec Gliwice 35,53
Roksana Stowik 31,78

Pan Michal Warmuz: nowa twarz
w Klubie 44 M — pierwsza od przeszlto
roku. Witamy!

Przypominamy tres¢ zadan:

plaszczyznie) okreslony przez wlasnosé: kazdy punkt paraboli jest jednakowo
odlegly od ogniska i od pewnej prostej (zwanej kierownicg)].

Zadanie 906 zaproponowal pan Janusz Fiett z Warszawy.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2025

901. Trapez réwnoramienny ABCD jest wpisany w okrag € o érednicy AB. Przekatne trapezu,
dlugosci d, przecinaja sie w punkcie P. Okrag styczny do odcinkéw PC, PD i do krétkiego tuku CD
(okregu Q) ma promien r. Okrag wpisany w tréjkat ABP ma promien 3r. Obliczyé stosunek r/d.

902. Dla liczby naturalnej n niech w(n) oznacza najwigkszy catkowity wykladnik, dla ktérego n!

dzieli sie przez 10%(™) i niech f(n) =10

spelniona jest zaleznosé

w(m) !, Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej m

) =2 (mod 5).

901. Niech V i U beda (odpowiednio) §rodkami okregéw o promieniach r i 3r, okreslonych

w zadaniu. Nazwijmy punkty stycznosci: okrag (U, 3r) styczny do odcinka AB w punkcie O
($rodku okregu ) i do odcinka AP w punkcie X; okrag (V,r) styczny do tuku CD w jego
$rodku @ i do odcinka C'P w punkcie Y. Niech R = OA = OB = 0Q.

Skoro UX = 3r, VY = r, zatem z podobienstwa APXU ~ APYV odczytujemy, ze

PU/PV = 3, i w konsekwencji PO/PQ = 3. Stad PO = %R oraz UP = PO - UO =

)
A o B

Oznaczajac ¢ = ¥PAO = xPUX, mamy Rtgp = OAtgpy = OP = %R, wiec tgp =
wobec czego cos ¢ = %, sinp = g Dalej, 3r = UX = UPcosp = (%R—?)T‘)'%, skad R = 9r.
I ostatecznie: d = AC = ABcos¢ = 2R - % =18r- %,

R —3r.

N

)

5

Mamy odpowiedz na pytanie z zadania: r/d = 5/72.

902. Liczba w(n) to takze najwiekszy wykladnik, dla ktérego n!
dzieli si¢ przez 5@ (™) (bo w rozkladzie n! jest wigcej dwdjek niz
piatek); w standardowych symbolach: w(n) = vs(n!).

Ustalmy m € N. Okreslamy roztaczne zbiory Ag, A1, ..., Am,
zawarte w {1,2,...,5™}:

(1) Aj={k-5: 1<k<5™J; kL5}
Dla j < m liczno$¢ zbioru A; wynosi tyle, ile jest liczb k < 5
niepodzielnych przez 5; czyli

(2) |[A;|=4-5m7971  dlaj<m.

Laczna licznosé zbioréw Ao, ..., Am—1 z dolaczonym
zbiorem jednoelementowym Ay, = {1-5™} wynosi

4 Z;;Bl 5m=3=1 1 1 = 5™, Ich elementy nie przekraczaja 5™,
wigc tworza permutacje zbioru {1,...,5™}; skad wniosek, ze
iloczyn wszystkich tych elementéw wynosi (5™)!.

dlaj=0,1,...,m.

m—1

Zapiszmy iloczyn elementéw zbioru A; jako 5% P;, gdzie P; L 5.

Wymnazajac (po j =0,...,m), dostajemy
3) (™! =s5%tFemQ  odzie Q=Py...Py_1Pm L5.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez
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Oczywiscie am, = m, Py, = 1; za$ dla j < m mamy, zgodnie

o LN AN D, e e A
z okresleniem (1), HaeAja = ((5J)| Jl)P], wiec aj = j - |Aj].
To liczba podzielna przez 4 (wzér (2)). Ponadto

P = H k= (1234) (6789) ... (")

k<5™—J, kL5

dla j < m.

W tym ostatnim przedstawieniu mamy *|A;| czynnikéw ()()... (),
a to liczba nieparzysta (wzér (2)). Dlatego Pj =4 (mod 5);
a stad, zgodnie z (3), Q =4™ (mod 5).

Réwnosé (3) pokazuje, ze w(5™) =ag+ ...+ om =4l +m dla
pewnego [ (bo 4|a; dla j < m). Zatem

f(5m) — 107w(5m)(5m)! — 107w(5m)‘5w(5m)Q — 27w(5m)Q
— 27417')’:7,Q7

skad ostatecznie f(5™) =24 .27™ .4™ = 2™ (mod 5); to teza
zadania.

wspo6lezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



