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D. R. Kaprekar formalnie nie miatl
zadnego wyzszego wyksztalcenia
matematycznego, mimo to opublikowal
bardzo duzo artykuléw naukowych

i popularnonaukowych.

Przyjmuje si¢ ponadto, ze N =1 jest
liczbg n-Kaprekara dla dowolnego n.

Przypadek ten, odpowiadajacy @ = 0,
R =1, nazywa si¢ trywialnym.

genus 3. W35 jest dwudziestoScianem $cietym, przebitym trzema, parami
prostopadlymi i przenikajacymi si¢ czeéciowo, pieciokatnymi tunelami,

z ktérych kazdy daje 6 $cian, w tym dwie wspélplaszczyznowe. W36 to F20
przebity dwoma parami rownoleglych tuneli taczacych pieciokaty powstate po
Scieciu o$miu z jego 12 wierzchotkéw. Tunele wzajemnie przecinaja (lub tylko
nacinaja) niektére ze swoich $cian. Wyznaczenie genusu W35 i W36 to zagadka,
ktorej rozwiazanie Czytelnik znajdzie na stronie |8, W37 to precel-monstrum

0 99 tunelach, ztozony z 20 identycznych, przenikajacych si¢ ostrostupéw. Ma 44
$ciany, 720 krawedzi i 480 wierzchotkéw, co jest zgodne z uogélnionym wzorem
Eulera W + S = K + 2 — 2T. Cgzy istnieje 44-$cian o wiekszej liczbie otworéow?

44-5cienne fantazje. W38 to fragment kombinacji F4 i jego obrazéw, bedacych
wynikiem obrotéw o 60° wokél kazdej z wysokosci. Scinajac wierzcholki,
otrzymujemy gwiazdy. W39, pokazany w formie szklanego bloku widzianego

od spodu, jest Scietym F4 z jedna ze Scian wydrazona w sposob inspirowany
platkiem Kocha. W40 jest odpowiedzia na pytanie, czy istnieje 44-Scian

z 44-katna $ciang (oczywiscie nie istnieje taki wieloScian wypukly). W naszej
konstrukeji pojawiaja sie Sciany sasiadujace wzdluz dwdch, a nie jednego
odcinka. Kto$ moze spytac¢: czy to legalne? Na szczescie, jak wiadomo, nie
istnieje jedna obowiazujaca definicja wieloscianu. Uspakajajace jest tez to,

ze W40 spelnia wzor Eulera. W41 powstal z dwunasto$cianu rombowego, do
ktérego 11 Scian doklejono ostrostupy, a w dwunastej, dzieki przedtuzeniu $cian
sasiadujacych ostrostupéw, powstalo zaglebienie. Ksztaltem przypomina nieco
jezowca, ktorego jednak charakteryzuje symetria pieciopromienna. W42 jest
ostrostupem $cigtym o podstawach zlozonych z 14-katéw foremnych z siedmioma
doklejonymi sze$ciokatami. Przywodzi na mysl sredniowieczna baszte lub wieze
szachowa. W43 to J84, na ktérego 4 peryferyczne Sciany natozono wypukle
trojramienne gwiazdy. Ostatni prezentowany wieloscian, W44, jest odpowiedzig
na pytanie, czy 44-Scian moze mie¢ 44 przekatne. Jego podstawa jest wielokat
o wierzchotkach lezacych na lemniskacie (owalu Cassiniego) o nieprzypadkowo
dobranym parametrze e = 1,044. By uzyskaé zadana liczbe przekatnych,
pozbawiliémy go symetrii. Moze ktos$ z Czytelnikéw udowodni, ze 44-$cian

z 44 przekatnymi nie moze by¢ wypukly? A moze komu$ uda sie, nie tracac
wypuklodci bryly, uzyskaé liczbe przekatnych P taka, ze |44 — P| < 57 Z tymi
pytaniami pozostawiamy Czytelnikow, majac nadzieje, ze podroz przez kraine
44-3cianéw dala im réwnie wiele przyjemnoéci, co nam ich konstruowanie.

Liczby Kaprekara Karol GRYSZKA*

W 1980 roku indyjski matematyk-amator Dattathreya Ramachandra Kaprekar
opisal pewien szczegdlny typ liczb naturalnych posiadajacych zaskakujaca
wlasno$é. Przedstawimy ja na przykladzie liczby 297. Rozwazmy kwadrat tej
liczby i przyjrzyjmy sie jego cyfrom:

2972 = 88209, 88 + 209 = 297.

Zapis dziesietny tego kwadratu zostal podzielony na dwa bloki zlozone z dwdéch
lub trzech cyfr o tej wlasnoéci, ze suma blokéw daje wyjsciowa liczbe. Taka
wlasno$é i jej odpowiedniki pozwalaja na zdefiniowanie liczby Kaprekara,
a $cidlej liczby n-Kaprekara. Jest to kazda liczba catkowita dodatnia N, dla
ktorej

N*=Q-10"+R, N=Q+R,
gdzie @ > 110 < R < 10™ sa liczbami naturalnymi. Ponadto méwimy, ze
N jest liczba Kaprekara, gdy jest liczba n-Kaprekara dla pewnego n. Ponizej
prezentujemy inne liczby Kaprekara.

92 =81 8+1=9 n=1
45% = 2025 20 4 25 = 45 n=2
297% = 88209 88 4 209 = 297 n=3
48797 = 23804641 238 44641 =4879 n=>5

5384617 = 289940248521 289940 + 248521 = 538461 n =6
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Czwarty z podanych wyzej przyktadow jednoczesnie
pokazuje, ze moze zdarzy¢ sie, ze R ma mniej niz n cyfr
(pierwsza cyfra bloku to 0, ktéra w naturalny sposéb
pomijamy w zapisie).
Trywialnym przykladem liczby n-Kaprekara jest 10™;
troche bardziej ciekawym za$ 10 — 1. Istotnie,

(10" —=1)2=9...92=9...980...0 1,

S~ S~ Y~
Xn X (n—1)
9...9841=99...9.
S—~— ~——

X (n—1) Xn

X (n—1)

Opisany powyzej przyktad stanowi przyczynek do
sformutowania pierwszego wyniku teoretycznego,
opisujacego jedng z podstawowych wlasnosci — licznosci
zbioru liczb Kaprekara.

Twierdzenie 1. Istnieje nieskonczenie wiele liczb
Kaprekara.

W dalszej czesci przyjrzymy sie problemowi konstrukcji
liczb Kaprekara. Niech K (M) bedzie zbiorem
wszystkich liczb naturalnych N takich, ze

(1) N?=QM + R,

(2) N=Q+R,

przy czym 0 < R < M. Ponadto bedziemy pomija¢
przypadki trywialne N = M, dla ktérych Q@ = M i R =0,
czyli przyjmujemy, ze M ¢ K(M). Aby nie rozwazaé
bardzo prostych przypadkéw, zakladamy tez, ze M > 2.
Przypadek M = 10" opisuje zbiér liczb n-Kaprekara.

Jesli M =1 lub M = 2, to przyjmujemy, ze K(M) = {1}.

Zauwazmy prosta wlasno$é¢ zdefiniowanych przed chwilg
zbioréw K(M).

Twierdzenie 2. Zbidr K(M) jest niepusty.

Dowéd. Oczywiste, gdyz 1 € K(M). Mozna ponadto
zauwazy¢, ze réwniez M — 1 € K(M), wystarczy przyjaé
Q=M-—2oraz R=1. O

Zauwazmy nastepnie, ze warunki (1) i (2) daja
N(N —1)=Q(M — 1), a stad wnioskujemy

1< N <M —1. Istotnie, gdyby N > M, to Q > N,
co przeczy (2)). Tym samym udowodniliémy kolejne
twierdzenie.

Twierdzenie 3. Zbiér K(M) jest skoriczony,
co najmniej dwuelementowy i zawarty w zbiorze
{1,2,...,M —1}.

W kolejnej czesci naszych rozwazan wprowadzimy
pojecie dzielnika unitarnego. Powiemy, ze liczba a jest
dzielnikiem unitarnym N, jeSli N = ab oraz a i b sa
liczbami wzglednie pierwszymi.

Niech a i b beda liczbami wzglednie pierwszymi.
Oznaczmy przez Inv(a, b) najmniejsza dodatnia liczbe
naturalna m taka, ze am = 1 (mod b).

Méwimy, ze dwie liczby calkowite x i y przystaja modulo z, je$li x —y
jest podzielne przez z. Fakt ten zapisujemy jako z = y (mod z).
Innymi stowy, m = Inv(a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy
1<m<biam=1 (mod b). Funkcja Inv(a,b) nie

jest symetryczna, to jest na ogél Inv(a, b) # Inv(b, a).
Niemniej zachodzi ciekawy zwiazek miedzy dwiema
ostatnimi liczbami.
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Fakt 1. Jesli a i b sa wzglednie pierwsze, to
m = Inv(a, b) oraz n = Inv(b, a) wtedy i tylko wtedy,
gdy m i n sa dodatnie oraz am + bn = ab + 1.

Dowdd. Réwnosé am + bn = ab 4+ 1 mozna przeksztalcié
do postaci am — 1 = b(a — n), a wiec am = 1 (mod b).
Gdyby m = b, to am +bn = ab+bn > ab+ 1,
sprzecznosé, a wiec m = Inv(a, b). Podobnie dowodzimy,
ze n = Inv(b, a).

Zal6zmy teraz, ze m = Inv(a,b) oraz n = Inv(b,a), a wiec
am =1 (mod b) oraz bn =1 (mod a). Korzystajac
z chinskiego twierdzenia o resztach, otrzymujemy teraz,
ze am+bn =1 (mod ab), czyliam +bn =1+ k- ab dla
pewnej liczby calkowitej k. Wszystkie liczby a, b, m i n
sa dodatnie, zatem k tez jest liczba dodatnia. Poniewaz
l<m<borazl <n<a,

14+ k-ab=am+bn < ab+ ba = 2ab.
Poniewaz wszystkie rozwazane liczby sa naturalne,
powyzsza nierownos¢ moze byé¢ prawdziwa tylko
dla k = 1. Ostatecznie wiec otrzymalisSmy, Ze
am + bn =1+ ab. Konczy to dowod faktu 1. O

Sformulujemy teraz praktyczne twierdzenie pozwalajace
wyznaczaé liczby Kaprekara.

Twierdzenie 4. Liczba N jest elementem zbioru K (M)
wtedy i tylko wtedy, gdy N =d - Inv(d, (M — 1)/d), gdzie
d jest pewnym dzielnikiem unitarnym liczby M — 1.
Ponadto dla kazdego N € K (M) liczba M — N réwniez
jest elementem K (M).

Dowéd. (=) Wiemy juz, ze N(N — 1) = Q(M — 1).
Poniewaz NWD(N, N — 1) = 1, istnieja wzglednie
pierwsze liczby d i e i takie, ze M — 1 = de oraz:
e d|N,itym samym N = du dla pewnego u oraz (na
mocy twierdzenia 3) du = N < M — 1 = de, to jest
u < e,
e ¢|(N — 1), co daje istnienie v takiego, ze ev + 1 = N,
czyli du =1 (mod e) i w szczegdlnosei u # e.
Stad v < e i mozemy zatem zapisa¢ u = Inv(d, e).
Poniewaz e = (M — 1)/d, liczba N ma zadana postac.
(«<=) Liczba e = (M — 1)/d jest calkowita.
Ponadto z definicji dzielnika unitarnego wynika,
ze NWD(e,d) = 1. Oznaczmy dalej u = Inv(d, e).
Z definicji u < e oraz istnieje taka liczba naturalna k,
ze du = ke + 1. Poniewaz N = du, wiec
N? = dudu = du(ke + 1) = kued + du
= ku(M — 1) 4+ du = kuM + (d — k)u.
Definiujemy Q = ku oraz R = (d — k)u. Wéwczas
Q + R = N oraz:

e du=ke+1>ku+1>ku,stadd>kiR>0,
o (d—klu<(d—kle=de—ke=M—1—ke <M,
stad R < M.

Widzimy zatem, ze N jest elementem zbioru K (M).

Pozostala czes¢ twierdzenia wynika z faktu 1:

jesli bowiem N € K(M), to N =d-Inv(d, (M —1)/d)

i oznaczajac e = (M —1)/d, u = Inv(d, e) oraz

u' =Inv(e,d), mamy réwnos$é du + ev’ =de+1= M,

czyli eu/ = M — N iliczba M — N jest postaci jak

w poprzedniej czesci dowodzonego wlasnie twierdzenia.
O



Dla zilustrowania twierdzenia 4 wybierzmy M = 10"
in =3 (a wiec szukamy liczb 3-Kaprekara). Wtedy
103 — 1 =27-37 i liczby 27 oraz 37 sa wzglednie pierwsze,
zatem sa dzielnikami unitarnymi 10 — 1. Sprawdzamy
nastepnie, ze

Inv(27,37) = 11, Inv(37,27) = 19.
Dlatego na mocy twierdzenia 4 liczby 27 - 11 = 297 oraz
37 -19 = 703 sa (jedynymi précz trywialnych 11 103 — 1)
liczbami 3-Kaprekara. Ponadto 297 4 703 = 1000, zgodnie

z przewidywaniami drugiej czesci twierdzenia 4.

Zauwazmy, ze jesli w twierdzeniu 4 przyjmiemy M = b"
dla pewnej liczby naturalnej b, otrzymujemy liczby
Kaprekara w systemie pozycyjnym o podstawie b.
Przypadek b = 2 jest ponadto interesujacy

z nastepujacego powodu.

Twierdzenie 5. Kazda parzysta liczba doskonala jest
liczbg Kaprekara w dwojkowym systemie pozycyjnym.
Liczba doskonata to liczba naturalna n, ktérej suma dzielnikéw
jest rowna 2n. Na przyklad 28 jest liczba doskonalta, gdyz
1424447+14428=56=2-28.

Dowdd. Wiadomo, ze kazda parzysta liczba doskonata
jest postaci 2"71(2" — 1) dla pewnego n takiego, ze
2™ — 1 jest liczbg pierwsza. Ustalmy n > 1. Liczby 2" — 1
oraz 2" + 1 sg wzglednie pierwsze oraz

2" 12" —1)=1 (mod 2" +1), 0<2" ' <2"41.
Stad 277! = Inv(2" — 1,2" + 1), a wiec z twierdzenia 4
liczba 2"71(2" — 1) jest elementem zbioru K (22").
Dowdd twierdzenia jest wigc zakonczony.

ﬁ Zadania

Zilustrujmy twierdzenie 5 prostym przykladem.
Liczba 28 jest doskonala (zobacz uwage po
twierdzeniu 5) oraz 28 = (11100)2. Ponadto (dziatania
rozwazamy w systemie dwdjkowym)

11100% = 1100010000, 1100 4+ 010000 = 11100,
czyli (111000)2 jest liczba 6-Kaprekara.

Ostatnie twierdzenie pozwoli nam na obliczenie, ile
dokladnie jest elementéw zbioru K (M), ale bedziemy
potrzebowali jeszcze jednego lematu. Niech w(m)
oznacza liczbe dzielnikéw pierwszych liczby m.

Lemat 1. Liczba m posiada dokladnie 2™ dzielnikéw
unitarnych.

Dowéd. Niech m = pi* - p5? ... - p* (a wiec w(m) = k)
oraz niech a bedzie dzielnikiem unitarnym i niech
m = ab. Jedli p;|a, to musi by¢ p}‘|a, gdyz w przeciwnym
wypadku p;|b. Tym samym wybér a polega na wybraniu
pewnych dzielnikéw pierwszych m z najwyzszymi
potegami. Takich wyboréw jest z kolei 2*. O

Lemat 1 oraz twierdzenie 4 pozwalaja juz stwierdzié, ile
jest liczb w zbiorze K (M).

Twierdzenie 6. Zbior K(M) posiada dokladnie
29 (M=1) elementéw.

Polecamy Czytelnikowi zweryfikowanie stusznosci tego
twierdzenia dla analizowanego wczesniej przyktadu liczb
3-Kaprekara.

Przygotowat Dominik BUREK

M 1828. Dany jest taki wielomian o wspélczynnikach rzeczywistych, ze
P(z) + P(—z) ma dokladnie 2025 r6znych pierwiastkéw rzeczywistych. Znajdz
wyraz wolny wielomianu P.

M 1829. Liczbe naturalna nazwijmy dobrg, jedli jest postaci n? + 1 dla pewnej
liczby catkowitej n. Udowodnié, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb dobrych k,
ktore nie posiadaja dzielnika dobrego, réznego od 11 k.

< M 1830. W tablicy n X n (n > 1) zaznaczono n + 2 kwadratéw jednostkowych.
Czy zawsze mozemy tak przestawi¢ wiersze i kolumny, aby wszystkie zaznaczone
pola znajdowaly sie nad gléwna przekatna lub na niej? (Przyjmujemy, ze
kwadratowa tabela ma jedna gléwna przekatna, jak na rysunku).

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1127. Poczatkiem astronomicznej wiosny jest dzien réwnonocy wiosennej,
a astronomicznej jesieni — réwnonocy jesiennej. Sa to dni, w ktérych Stonce
$wieci prostopadle do osi ziemskiej. W tym roku (2025) wiosna rozpoczela sie
20 marca i takze 20 marca rozpocznie si¢ w roku przysztym. Jesienn rozpocznie
sie 22 wrzesnia. Jak tatwo obliczy¢, wiosna i lato potrwaja tacznie 186 dni,

a jesien i zima beda w sumie o tydzien krétsze i potrwaja 179 dni. Skad bierze

sie ta roznica?

F 1128. W dniach réwnonocy wiosennej (20 marca) i jesiennej (22 wrzesnia),
co latwo sprawdzi¢ w kalendarzu podajacym godziny wschodu i zachodu
Stonca, dzien trwa kilka minut dluzej niz nastepujaca po nim noc, a rzeczywiste
zrownanie czasu trwania dnia i nocy nastepuje okolo 3 dni przed dniem
rownonocy wiosennej i okolo 3 dni po réwnonocy jesiennej. Co jest przyczyna

Rozwigzania na str. [24 tego zjawiska?
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