at Otwarty 7°: Wyznacznik w Krainie Czaréw

Barttomiej PAWLIK

Stynna anegdota z XIX wieku moéwi, ze krélowa Wiktoria byla tak zachwycona
powiescig Alicja w Krainie Czaréw, ze po lekturze natychmiast poprosita

o przeslanie jej pozostalych dziet Lewisa Carrolla. Wkrotce w rece monarchini
trafita matematyczna pozycja An Elementary Theory of Determinants niejakiego
Charlesa Dodgsona — gdyz tak brzmi prawdziwe nazwisko autora przygdd Alicji.

Politechnika Slaska

W jednym z dodatkéw do podrecznika znajduje sie opis metody obliczania
wyznacznikow, znanej obecnie jako kondensacja Dodgsona. OczywiScie nas,
matematykow, od reakcji krélowej duzo bardziej interesuje, na czym polega

wspomniana metoda?

‘Why,’ said the Dodo, ‘the best way to
explain it is to do it.” — cytat z Alicji
w Krainie Czaréw w przekladzie
Antoniego Marianowicza.

— Hm — rzekl Golgb z powagq — najlepiej wytlumacze ci to praktycznie.

Aby wykonaé¢ kondensacje Dodgsona, wystarczy umieé liczyé wyznaczniki
macierzy 2 x 2. Oczywidcie wyznacznikiem macierzy [2 5] jest |2 5| = ad — be.

Rozwazmy nastepujaca macierz:

1 3 1 -4
5 1 2 4
Mi=19 11 1
1 5 3 -3

Przyjmijmy, ze wnetrzem My jest macierz [1 7], ktéra powstala przez usuniecie
pierwszego i ostatniego wiersza oraz pierwszej i ostatniej kolumny.

Nastepnie dla macierzy My obliczamy wyznaczniki kazdej podmacierzy 2 x 2
zlozonej z elementéw sgsiednich wierszy i kolumn i tworzymy z nich macierz Mz
(3 x 3), uktadajac je w kolejnosci indukowanej przez macierz My. Mamy zatem

M3
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Podobnie jak wyzej, okreslamy wnetrze macierzy Ms, czyli macierz Wy = [ 1].

Na podstawie macierzy M3 tworzymy analogicznie
macierz Ms, ale tym razem oprécz obliczania
wyznacznikow wykonujemy réwniez dzielenie ich przez
odpowiadajace im elementy macierzy W:

~14 5 5012
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W ostatnim kroku obliczamy macierz M7, ktéra sktada
si¢ wylacznie z wyznacznika macierzy M, podzielonego
przez jedyny element macierzy Wi:

=[] 75 3] =

Liczba 8 (jedyny element macierzy M) jest szukanym
wyznacznikiem macierzy My.

Jak mozna wywnioskowac z przedstawionego przyktadu,
pojedynczy krok kondensacji Dodgsona polega na
otrzymywaniu macierzy o jeden wymiar mniejszej
poprzez obliczenie odpowiednich wyznacznikow 2 x 2

i dzieleniu ich przez odpowiednie elementy wnetrza
majacego ten sam wymiar (o ile takie wnetrze zostato
wyznaczone, czyli dzielenia zaczynamy wykonywac

18

dopiero w drugim kroku). Kiedy juz otrzymamy macierz
1 x 1, jej jedyny wyraz to wyznacznik wyjsSciowej
macierzy.

Metoda jest zatem relatywnie prosta — sprowadza

sie do redukcji wymiaru macierzy poprzez obliczanie
wyznacznikéw 2 x 2. Dlaczego zatem nie jest ona
powszechnie omawiana na podstawowym kursie algebry
liniowej? Czytelnik Wnikliwy na pewno dostrzegt

juz jej fatalng wade, ktorg jest wielokrotne dzielenie.
Za kazdym razem dzielnik (element odpowiedniej
macierzy) musi by¢ rézny od 0. Wynika stad, Ze nie dla
kazdej macierzy da sie wykona¢ kondensacje Dodgsona
(przykladowo macierz 3 x 3 podlega kondensacji tylko
wtedy, gdy jej Ssrodkowy element jest niezerowy).

Czytelnikowi Ambitnemu polecamy sprawdzenie, ze koszt obliczeniowy
metody Dodgsona to O(n,’g) (n jest wymiarem macierzy), jak rowniez
to, ze jesli wystartujemy od macierzy o wyrazach catkowitych,

to wszystkie uzyskiwane po drodze macierze réwniez beda mialy
(pomimo wystepujacego dzielenia) wyrazy catkowite.

Wedle relacji samego Dodgsona urocza anegdotka

o krolowej Wiktorii nie jest prawdziwa.
Pisarz-matematyk, zyjacy w epoce Marka Twaina,
najwyrazniej zignorowal przestroge kolegi po literackim
fachu: Never let the truth get in the way of a good story.



