Dla zilustrowania twierdzenia 4 wybierzmy M = 10"
in =3 (a wiec szukamy liczb 3-Kaprekara). Wtedy
103 — 1 =27-37 i liczby 27 oraz 37 sa wzglednie pierwsze,
zatem sa dzielnikami unitarnymi 10 — 1. Sprawdzamy
nastepnie, ze

Inv(27,37) = 11, Inv(37,27) = 19.
Dlatego na mocy twierdzenia 4 liczby 27 - 11 = 297 oraz
37 -19 = 703 sa (jedynymi précz trywialnych 11 103 — 1)
liczbami 3-Kaprekara. Ponadto 297 4 703 = 1000, zgodnie

z przewidywaniami drugiej czesci twierdzenia 4.

Zauwazmy, ze jesli w twierdzeniu 4 przyjmiemy M = b"
dla pewnej liczby naturalnej b, otrzymujemy liczby
Kaprekara w systemie pozycyjnym o podstawie b.
Przypadek b = 2 jest ponadto interesujacy

z nastepujacego powodu.

Twierdzenie 5. Kazda parzysta liczba doskonala jest
liczbg Kaprekara w dwojkowym systemie pozycyjnym.
Liczba doskonata to liczba naturalna n, ktérej suma dzielnikéw
jest rowna 2n. Na przyklad 28 jest liczba doskonalta, gdyz
1424447+14428=56=2-28.

Dowdd. Wiadomo, ze kazda parzysta liczba doskonata
jest postaci 2"71(2" — 1) dla pewnego n takiego, ze
2™ — 1 jest liczbg pierwsza. Ustalmy n > 1. Liczby 2" — 1
oraz 2" + 1 sg wzglednie pierwsze oraz

2" 12" —1)=1 (mod 2" +1), 0<2" ' <2"41.
Stad 277! = Inv(2" — 1,2" + 1), a wiec z twierdzenia 4
liczba 2"71(2" — 1) jest elementem zbioru K (22").
Dowdd twierdzenia jest wigc zakonczony.

ﬁ Zadania

Zilustrujmy twierdzenie 5 prostym przykladem.
Liczba 28 jest doskonala (zobacz uwage po
twierdzeniu 5) oraz 28 = (11100)2. Ponadto (dziatania
rozwazamy w systemie dwdjkowym)

11100% = 1100010000, 1100 4+ 010000 = 11100,
czyli (111000)2 jest liczba 6-Kaprekara.

Ostatnie twierdzenie pozwoli nam na obliczenie, ile
dokladnie jest elementéw zbioru K (M), ale bedziemy
potrzebowali jeszcze jednego lematu. Niech w(m)
oznacza liczbe dzielnikéw pierwszych liczby m.

Lemat 1. Liczba m posiada dokladnie 2™ dzielnikéw
unitarnych.

Dowéd. Niech m = pi* - p5? ... - p* (a wiec w(m) = k)
oraz niech a bedzie dzielnikiem unitarnym i niech
m = ab. Jedli p;|a, to musi by¢ p}‘|a, gdyz w przeciwnym
wypadku p;|b. Tym samym wybér a polega na wybraniu
pewnych dzielnikéw pierwszych m z najwyzszymi
potegami. Takich wyboréw jest z kolei 2*. O

Lemat 1 oraz twierdzenie 4 pozwalaja juz stwierdzié, ile
jest liczb w zbiorze K (M).

Twierdzenie 6. Zbior K(M) posiada dokladnie
29 (M=1) elementéw.

Polecamy Czytelnikowi zweryfikowanie stusznosci tego
twierdzenia dla analizowanego wczesniej przyktadu liczb
3-Kaprekara.

Przygotowat Dominik BUREK

M 1828. Dany jest taki wielomian o wspélczynnikach rzeczywistych, ze
P(z) + P(—z) ma dokladnie 2025 r6znych pierwiastkéw rzeczywistych. Znajdz
wyraz wolny wielomianu P.

M 1829. Liczbe naturalna nazwijmy dobrg, jedli jest postaci n? + 1 dla pewnej
liczby catkowitej n. Udowodnié, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb dobrych k,
ktore nie posiadaja dzielnika dobrego, réznego od 11 k.

< M 1830. W tablicy n X n (n > 1) zaznaczono n + 2 kwadratéw jednostkowych.
Czy zawsze mozemy tak przestawi¢ wiersze i kolumny, aby wszystkie zaznaczone
pola znajdowaly sie nad gléwna przekatna lub na niej? (Przyjmujemy, ze
kwadratowa tabela ma jedna gléwna przekatna, jak na rysunku).

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1127. Poczatkiem astronomicznej wiosny jest dzien réwnonocy wiosennej,
a astronomicznej jesieni — réwnonocy jesiennej. Sa to dni, w ktérych Stonce
$wieci prostopadle do osi ziemskiej. W tym roku (2025) wiosna rozpoczela sie
20 marca i takze 20 marca rozpocznie si¢ w roku przysztym. Jesienn rozpocznie
sie 22 wrzesnia. Jak tatwo obliczy¢, wiosna i lato potrwaja tacznie 186 dni,

a jesien i zima beda w sumie o tydzien krétsze i potrwaja 179 dni. Skad bierze

sie ta roznica?

F 1128. W dniach réwnonocy wiosennej (20 marca) i jesiennej (22 wrzesnia),
co latwo sprawdzi¢ w kalendarzu podajacym godziny wschodu i zachodu
Stonca, dzien trwa kilka minut dluzej niz nastepujaca po nim noc, a rzeczywiste
zrownanie czasu trwania dnia i nocy nastepuje okolo 3 dni przed dniem
rownonocy wiosennej i okolo 3 dni po réwnonocy jesiennej. Co jest przyczyna

Rozwigzania na str. [24 tego zjawiska?
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& Rozwigzanie zadania M 1828.

Odpowiedz: Wielomian P(z) + P(—z) jest wielomianem
parzystym, wobec tego ma parzysta liczbe réznych
niezerowych pierwiastkéw rzeczywistych. Poniewaz 2025
jest liczbg nieparzysta, jeden z jego pierwiastkéw musi by¢
réwny 0, a to oznacza, ze 0 = P(0) + P(—0) = 2P(0). Stad
P(0) =0, czyli wyraz wolny P jest réwny 0.

& Rozwigzanie zadania M 1829.

Niech X bedzie zbiorem liczb spelniajacych warunki
zadania, natomiast Y zbiorem liczb dobrych, ktére
posiadaja co najmniej jeden dzielnik dobry (rézny od 1
i samej liczby).

Zalézmy, ze X jest zbiorem skonczonym i niech

X ={z1,m9,..., 21}, gdzie z1 < T2 < ... < x). Zauwazmy,
ze dowolna liczba ze zbioru Y posiada dzielnik ze zbioru X
(jest nim np. najmniejszy dobry dzielnik liczby Y).

Rozpatrzmy liczbe A = (125 ...7%)% + 1. Poniewaz A jest
liczba dobra wieksza niz xx, wiec A € Y. Wobec tego

A posiada dzielnik w zbiorze X, co jest niemozliwe, gdyz
x; | A—1dlakazdego i € {1,2,...,k}.

i Rozwigzanie zadania M 1830.
Odpowiedz: Nie.

Zaznaczmy 4 pola kwadratu 2 x 2 w lewym gérnym rogu
tablicy i zaznaczmy wszystkie pozostate kwadraty na
glownej przekatnej, jak na rysunku nizej.

Pokazemy indukcyjnie, ze nie mozemy dokonaé¢ zadanego
przestawienia wierszy i kolumn.

Dla n = 2 jest to oczywiste (wszystkie pola kwadratu sa
zaznaczone). Zaldézmy, ze istnieje pozadane przegrupowanie
wierszy i kolumn dla n > 2. Wybierzmy rzad zawierajacy

tylko jeden zaznaczony kwadrat s. Wéwczas kolumna
zawierajaca s nie zawiera innych zaznaczonych kwadratow.
Jezeli s nie znajduje sie na gtéwnej przekatnej, czyli
znajduje sie na prawo od niej, to kolumne zawierajaca s
mozna przesunaé w lewo tak, aby s znalazl sie na glownej
przekatnej; wszystkie pozostate kolumny albo pozostaja
na swoich miejscach, albo przesuwaja sie w prawo, wiec
warunek nie jest naruszony. Gdy s znajduje sie juz

na gtéwnej przekatnej, mozna go usunaé i zastosowaé
zatozenie indukcyjne.

Pytanie: Co, jesli zaznaczymy n + 1 kwadratéw?

‘& Rozwigzanie zadania F 1127.

Orbita Ziemi jest elipsa ze Stoficem w jednym z jej ognisk
(I prawo Keplera). Zima Ziemia porusza si¢ blizej Storica
niz latem. W tym roku najwieksze zblizenie Ziemi do
Stonca nastapito 4 stycznia o godzinie 14:28 (w roku 2026
nastapi to 3 stycznia o 18:16), a najdalej od Stoica Ziemia
znalazla si¢ 3 lipca o 21:55 (w roku 2026 nastapi to 6 lipca
0 19:31). Podczas ruchu Ziemi jej moment pedu pozostaje
staly (II prawo Keplera), a wigc mniejsza odleglosé

od Stonica oznacza wigksza predkosé ruchu orbitalnego

i tym samym krétszy czas ruchu od rownonocy jesiennej
do wiosennej niz od rownonocy wiosennej do jesienne;j.
Podana w tresci zadania réznica czasu pozwala oszacowaé
wartos¢ mimosrodu orbity.

Pelng ilosciowa analize zagadnienia zawiera tekst: Jak
wyglada orbita Ziemi?, A3,

ﬁ Rozwigzanie zadania F 1128.

Stonice o$wietla zawsze wiecej niz potowe powierzchni
Ziemi. Wynika to z jego bardzo duzych rozmiaréw.
Dodatkowo refrakcja atmosferyczna (tj. fakt, ze promienie
stoneczne ulegaja zalamaniu podczas przechodzenia przez
coraz gestsze warstwy atmosfery, nim dotra do powierzchni
Ziemi) ,zagina” promienie w kierunku powierzchni Ziemi,
zwiekszajac jej oSwietlany obszar. W wyniku obu tych
zjawisk cien Ziemi ma ksztalt stozka o kacie miedzy
wysokoscia (osia stozka) i jego tworzaca wynoszacym

a 50

Pelniejszg analize mozna znalezé w tekscie: Kiedy zaczyna
sie jesien?, AS.|
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