wykazaly, ze odlegle o kilkaset kilometréow od siebie
populacje muszek z rodzaju Drosophila sa podobne
genetycznie. W latach 80. XX wieku zespét J. A. Coyna
przeprowadzil eksperyment, w ramach ktérego

z grupy okoto 60 tysiecy muszek wypuszczonych

o godzinie 18:00 na $rodku pustyni Mojave dwie grupy
po 17 sztuk dotarly o godzinie 9 rano do putapek

z bananowa pulpa w dwoéch oazach oddalonych o 6 km
i 15 km od miejsca uwolnienia owadéw. Stawia to

niz zblizajaca si¢ packa. Jezeli owad widzi ja od frontu,
przesuwa $rodkowa pare noég do przodu i wybija

sie w tyl. Jedli packa zbliza sie z tylu — reakcja jest
odwrotna. Jesli zad obiekt zbliza sie z boku, Drosophila
ustawia réwno nogi, ale wychyla na bok cialo. Catos¢
trwa 200 milisekund i ... pudilo!

Myséle o tym, obserwujac chmurke muszek sptoszonych
z ciut zlezatej brzoskwini na moim stole. I, zamiast

muszke w randze ultramaratoriczykéw, pokonaly
bowiem odlegtoéé¢ bedaca okolo 6 milionéw razy wieksza

niz dlugos¢ ich ciata.

O szybkoéci systemu analizy i reakcji muszki owocowej
$wiadczy tez, bedaca poza ludzka wyobraZznia

i percepcja, umiejetnosé ucieczki przed packa na
muchy. Muszka jest w stanie zobaczy¢ zblizajacy sie
obiekt i, przewidujac jego ruch, zrobié¢ unik: przyjmuje

zlapaé za packe, macham reka, bo w mojej ludzkiej
glowie nie miedci sig, ze te muszki ze 140 tysiacami
neuronéw w moézgu maja nieziemskie mozliwosci.
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odpowiednie utozenie nég i ciala, lekko ,przykuca”,

wyskakuje w gére i odlatuje w odwrotnym kierunku

*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
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Rys. 1. Proste y = ax dla réznych liczb
niewymiernych o > 0 i punkty kratowe.
Jedynym punktem kratowym lezacym na
tych prostych jest poczatek uktadu
wspélrzednych

Czytelnikowi Dociekliwemu proponujemy
zbadanie, ktére z wlasnosci (W1)—(W4)
sformutowanych w dalszej czesci artykutu
maja swoje uogélnienia na rézne od V2
liczby niewymierne.

YA
z? — 2y2

(1,1)

\_

2 1,0
X (1,0)

o

aQ
z J/

B

K

Yy

Rys. 2. Hiperbole 22 — 2y? = +1, ich
asymptoty i punkty kratowe (1,1), (3,2)
na nich lezace (punktu (1, 0) nie bierzemy
pod uwage)

Réwnanie jest znane jako réwnanie
Pella. Wigcej o nim mozna przeczytac

w artykule M. Skalby w A;f

Marta FIKUS-KRYNSKA

Geometria liczb, algorytmy Herona

i Euklidesa oraz utamki tancuchowe
Grzeqorz LUKASZEWICZ*

Celem tego artykulu jest przedstawienie, w jezyku geometrycznej teorii liczb,
zagadnienia aproksymacji liczb niewymiernych liczbami wymiernymi, przy
uzyciu konstrukeji nalezacych do $wiata starozytnego. Inspiracja dla autora
bylo nastepujace twierdzenie (podane za [Olds, 2000]).

Twierdzenie 1.1. Kazda prosta y = ax + b, gdzie a jest liczbg niewymierng, b zas
jest dowolng liczbg rzeczywistq, ma po obu stronach nieskonczenie wiele punktow
kratowych lezgcych blizej niej niz dowolna przypisana odleglosé € > 0, bez wzgledu
na to, jak malg wartosé¢ wybrano dla €.

Pokazemy konstruktywny dowéd tego twierdzenia dla a = 1/v/2, b =0,
przypadku zwiazanego z aproksymacja wymierng liczby /2. Bedzie nas zatem
interesowala prosta x = /2y i liczba /2, ktéra wybraliémy z powodu jej waznego
miejsca w historii matematyki, w Swietle kryzysu, ktéry wywolala niegdys

w szkole pitagorejskiej. Wyboér konkretnej liczby niewymiernej pozwala tez

na zobaczenie aproksymacji liczbowych i na dalsze eksperymenty numeryczne.
Interesuja nas liczby, a nie tylko symbole.

Jest oczywiste, ze na prostej = /2y lezy tylko jeden punkt kratowy, ktérym jest
(0,0).

Pokazemy algorytm dajacy przyblizenia liczby v/2 dowolnie blisko z obu stron,
jak chce twierdzenie 1.1, i w pewnym sensie najlepszy, a powiazany blisko

z jednej strony z algorytmem Herona aproksymacji wymiernej liczby v/2,

a z drugiej z algorytmem Euklidesa dowodzacym niewymiernosci tej liczby.

Zauwazmy, ze np. kolejne uciecia rozwiniecia dziesigtnego:

1, 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142, ...
liczby /2 zbiegaja do niej z dotu oraz bardzo wolno, a metoda Herona daje
bardzo szybkie, znakomite przyblizenia, ale niestety tylko z gory, co wkrétce
pokazemy.
Wracamy do twierdzenia 1.1 i zapowiadanego konstruktywnego dowodu. Pomyst
jest nastepujacy. Rozwazmy dwie hiperbole:
(1) 22— =-1 i 22 -0%=1,
ktore bedziemy nazywaé odpowiednio gérna i dolna. Ich asymptota jest
prosta x = v/2y (rys. 2). Jedli na kazdej z hiperbol wskazemy nieskonczenie wiele
punktéw kratowych, to punkty te beda spelnia¢ wymagania twierdzenia 1.1.
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‘Wskazéwki do zadan ze strony |3

1. Warto zaczaé rozwigzanie od
znalezienia przykladu na plaszczyznie
rzutowej (pomijajac wymog braku
réwnoleglosci z tresci zadania).

2. Miedzy punktami z zadania narysuj
9 odcinkéw tej samej dlugosci. Czy
rysunek nie przypomina pewnej bryty?
Jakiego punktu na nim brakuje?

3. Zacznij od znalezienia takiej
konfiguracji okregéw rozmieszczonych
na sferze. Jakiego przeksztalcenia
mozna uzy¢, by przenies¢ ten uklad na
plaszczyzne?

Zaczniemy od wykazania nastepujacej wlasnosci.
(W1) Jesli punkt kratowy (p,q) lezy na gérnej lub dolnej hiperboli, to punkt
kratowy (p? + 2¢%,2pq) lezy na dolnej hiperboli.
Dowdéd. Poniewaz (p? — 2¢°)? = 1, wiec ze wzoru skréconego mnozenia
(P* +26°)° =1 = (0* +2¢°)* — (p* — 2¢°)* = 2p* - 4¢” = 2(2pq)®,
a zatem (p? +2¢%)% — 2(2pq)? = 1, co nalezalo wykazaé.

Motywacja dla powyzszej konstrukeji jest nastepujacy pomyst. Jesli
w = % jest przyblizeniem liczby /2, to 2/w réwniez, tylko z drugiej strony.

Spodziewamy sie, ze $rednia arytmetyczna w tych dwoch liczb jest jeszcze
lepszym przyblizeniem. Tymczasem:

_ 1 +2 p? + 24¢*
W=—-|lw+—|)=——.
2 w 2pq

Punkt (p1,q1) = (1,1) na gérnej hiperboli odpowiada liczbie wymiernej f}l =1,
czyli czeéci catkowitej liczby v/2, a dalsze otrzymane w opisany sposéb punkty
kratowe leza na dolnej hiperboli i odpowiadaja aproksymacji liczby v/2 metoda

Herona [Krzyzanowski, 2021]. Pierwszymi wyrazami tego ciagu na dolnej

hiperboli sa liczby

(2)

3 17 577 665857
212’ 408’ 470832"""

Narzucaja sie nastepujace pytania: jak szybko ciag ten zbiega do swojej granicy?,
czy na dolnej hiperboli nie ma innych punktéow kratowych? oraz czy nie ma
analogicznego algorytmu dajacego nieskoniczony ciag punktéw kratowych na

hiperboli gérnej?

Na pierwsze pytanie odpowiada nastepujace oszacowanie.

(W2) Jesli punkt kratowy (p,q) lezy na hiperboli
2 -2 =1, t0§>\/§0mz

p 1
3 - — V2| < —.
® ‘q v2 2¢?
Dowéd. Mamy p® —2¢% = (p — V2¢)(p + v2¢) = 1,
zatem p > v/2q. Poniewaz takze 1 < /2, wiec

P s 1
O<q v2 a(p+ v2q)

V2 1

< Vi) 2P (Q.E.D.)
Na drugie pytanie odpowiedz jest prosta. Latwo
sprawdzié, ze na dolnej hiperboli lezy takze punkt
(99, 70). Dalej pokazemy, ze takich punktéw jest
nieskonczenie wiele.

<

Odpowiedz na trzecie pytanie jest twierdzaca. Mamy:

(W3) Na gdrnej hiperboli lezy nieskoriczenie wiele
punktéw kratowych (p,q).

Dowéd. Rozwazmy ciag (pn, gn) okreslony
rekurencyjnie:

(4) Pntl = Pn + 2qn, Gni1 = Pn + Gn-

Proste rachunki prowadza do réwnosci p? I 2¢2 1=
—(p? — 2¢2). Poniewaz punkt (p1,q1) = (1,1) lezy na
gérnej hiperboli, wiec punkty o numerach nieparzystych
3,5, 7, ... takze leza na tej hiperboli. (Q.E.D.)

Tym samym twierdzenie 1.1 dla prostej z = /2y zostalo
udowodnione.

Podsumowujac: wykazaliSmy, ze startujac z punktu
(p1,q1) = (1,1), otrzymalidmy taki nieskoriczony ciag
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(Pn, qn) punktéw kratowych, ze punkty o numerach
nieparzystych leza na hiperboli gérnej, punkty
o numerach parzystych leza na hiperboli dolnej.

Jest oczywiste, ze ma miejsce nier6wnosé
(5) P2k+41 <2< b2k

q2k+1 a2k
oraz ze ulamki odpowiadajace kolejnym punktom na
hiperboli gérnej tworza ciag $cisle rosnacy, zbiezny
do v/2, natomiast utamki odpowiadajace kolejnym
punktom na hiperboli dolnej tworza ciag $cisle malejacy,
takze zbiezny do v/2. Kolejne wyrazy ciggu przeskakuja
z jednej hiperboli na druga. Ztozenie dwoch iteracji
prowadzi do odwzorowania:

(Pns @n) — (3pn + 44, 2pn + 3qn) = (Pnt2; dnt2),
ktére zastosowane do punktéw poczatkowych (1,1)
i (3,2) okresla wszystkie kolejne punkty kratowe,
odpowiednio, na gérnej i dolnej hiperboli. Dowdd tego
faktu mozna znalezé np. w ksiazce [Sierpiriski, 1965].

Powracajac do oszacowania (3|) dla aproksymacji
wymiernej liczby v/2 metoda Herona, mozna spytaé,
czy liczbe 2 w mianowniku po prawej stronie
nieréwnosci mozna zastapi¢ wieksza, aby uzyskaé lepsze
oszacowanie. Nie chcac tu, z braku miejsca, wchodzi¢
w subtelnoéci teorii liczb, pokazemy tylko, ze liczby 2
nie mozna zastapic liczba 3.

(Wa) Jesti 1 < 2 <3, t0|VE—2| > .

3q?

Dowéd. Mamy [2¢° — p?| > 11 v2 4 2 < 3, stad

2¢% — p? 1
‘\/g_p'ziqp>
q

P P (Q.E.D.)
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Rys. 3. Geometryczna interpretacja
odwzorowania (z,y) <> (Z,y)

T=x+2y T=2y—7
y=x+y y=zT—7y

I

T

Rys. 4. Geometryczny dowdd
niewspé6tmiernosci przekatnej CB
i boku C' A kwadratu

Z zaleznosci (4) wynika, ze qx11Pk — Pr+1qk = P2 — 2¢7 = (—1)k, a stad
Bk _ M| < —L2—. 7 tej nieréwnoéci i nieréwnoéci (5) otrzymujemy bez trudu

qk drk+1 drkqr+1
OSzacowanie
‘ V2 — Pk 1
)
dk qrqk+1

dla kazdej liczby kratowej (pg, gx) na dolnej i gbrnej hiperboli.

<

Poczatkowymi wyrazami ciagu okreslonego rekurencyjnie w (4)) z (p1,q1) = (1,1) sa
6 1 3 7 17 41 99 239 577 1393 3363 665857

(©) 17275712729 70° 169° 408" 985 2378° 77470832
Poréwnujac ten ciag z ciagiem (2)), widzimy, ze ten drugi jest duzo szybciej
zbiezny i ze gestosé wyrazéw ciagu (2)) w ciagu (6) dazy do zera, gdy pn, ¢n — 0.

Poréwnajmy szybkosé zbieznosci aproksymacji dziesietnych liczby /2 za pomoca
ciagu (1,1,4,1,41,1,414,1,4142,...) z szybkoscia aproksymacji metoda Herona.
k-cyfrowa aproksymacja dziesietna jest oddalona od liczby v/2 o mniej niz
Natomiast dla aproksymacji Herona mamy:

‘\f—p"< !

1
10k—1-

In 2.102k—2’
gdzie k jest liczba cyfr liczby ¢,. Wynika to natychmiast z oszacowania (3) oraz
nieréwnoéci 10¥~! < ¢,, (poréwnaj [Apostol, 2002]).

Rekurencja (4) odegrata fundamentalna role w historii matematyki poprzez
swoje miejsce w geometrycznym dowodzie niewspélmiernosci boku kwadratu
z jego przekatna. Mianowicie, jesli skierujemy rekurencje w przeciwna strone
(rys. 3), tzn.

(7) Tn+1 = 2Yp — T, Yn+1 = Tn — Yn,

rozpoczynajac od x; = v/2, y; = 1, liczb reprezentujacych dtugoéé przekatne;
i boku kwadratu, odpowiednio, to otrzymamy ciagi malejace do zera, przy czym
stosunek z,,/y, jest taki sam dla wszystkich n, réwny /2. W oryginalnym
dowodzie geometrycznym opartym na algorytmie Euklidesa méwi sig

o dlugosciach przekatnej i boku kwadratu, ich stosunku i podobienstwie
konstruowanych kolejno tréjkatéw (rys. 4).

Geometryczny dowdd niewspotmiernosci przekatnej CB i boku C A kwadratu
jest nastepujacy.

Gdyby istniata wspélna miara L, to mielibySmy C'B = pL, CA = bL dla pewnych
liczb naturalnych p i b. Stad:

B'A=BA=CA =(p-bL, CB =CA-B'A=2b—p)L
i podobnie CB” oraz C A" i wszystkie nastepne dlugosci przekatnych i bokdéw
w konstrukcji miatyby wspélng miare L. Ale tak nie moze byé¢, bowiem dlugosci
tych przekatnych i bokéw daza do zera, zatem od pewnego momentu sa mniejsze
od L. Otrzymalismy sprzeczno$é, co dowodzi niewspétmiernosci przekatnej C'B
i boku C'A rozwazanego kwadratu (patrz [Euklides], Ks. X. Tw. 2).

7Z rysunku 4 odczytujemy nastepujace relacje: CB = CA’ + C' A oraz
CA=CB + CA, skad CB = CB’ 4+ 2CA’. Druga i trzecia relacja definiuja

rekurencje (4)) i (7). Mamy tez: % = gﬁ:, skad
CB 14 1
CA 1. CB"
CA 1+ &2

7 powyzszej réwnosci wnioskujemy, z jednej strony, ze % = /2, a z drugiej, ze
liczba /2 ma nastepujace rozwiniecie w nieskoniczony utamek tancuchowy:
V2 =11;2,2,2,2,2,2,2,...], to znaczy

R

V2=1+
24...

ktérego redukty [1;2] =141 =32, [1;2,2] =1+ 2% =1 [1;2,2,2]=1%,...5a
2

1

kolejnymi wyrazami ciagu (6)).

Algorytm produkujacy kolejne redukty liczby /2 (dajacy przyblizenia liczby v/2
dowolnie blisko z obu stron, jak chce twierdzenie 1.1) jest réwniez w pewnym
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sensie najlepszy. Wyjasniaja to nastepujace wlasnoéci
ulamkéw laricuchowych [Chinezyn, 1964]:

(1) Kazdy redukt p/q ulamka laricuchowego danej liczby
nitewymiernej « jest najlepszym mozliwym wymiernym
przyblizeniem tej liczby o mianowniku nie wiekszym

od q.

(2) Jesli ulamek nieprzywiediny spelnia nierdwnosé
|§ — a‘ < %, to jest jednym z reduktéow ulamka
tanicuchowego liczby a.

Jedli postawimy pytanie o najlepsze przyblizenie
inaczej, pytajac o liczbe wymierna o najmniejszym
mozliwym mianowniku bedaca najlepszym
przyblizeniem liczby niewymiernej « z zadana
doktadnoscia, to niekoniecznie bedzie nia redukt
utamka tancuchowego reprezentujacego te liczbe. Na
przyktad liczba % nie wystepuje w ciggu (6), a jest
najlepszym, w powyzszym sensie, przyblizeniem
wymiernym liczby /2, dla ktérego |v/2 — §| < 0,081.

i Zadania

Mamy bowiem |v2 — 1| > |2 — 2| > 0,085, ale
|V2—4]=0,080...<0,081.

Zainteresowanym historig bogatego $wiata liczb
niewymiernych, w szczegdlnosci historia zagadnien
zwigzanych z ich wymierna aproksymacja, polecamy
fascynujaca monografie [Havil, 2012].
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Przygotowal Dominik BUREK
M 1831. Na tablicy zapisana jest cyfra 7. Wanda i Stas na zmiane dodaja

jedna cyfre do aktualnej liczby na tablicy, zaczyna Wanda. Cyfre mozna dodaé
na poczatku liczby (z wyjatkiem zera), na jej konicu lub pomiedzy dowolnymi
dwiema cyframi. Zwyciezca zostaje ta osoba, po ruchu ktorej liczba na planszy
jest kwadratem liczby calkowitej. Udowodnié, ze zaden z graczy nie moze by¢

pewien wygrane;j.

M 1832. Niech n > 3 bedzie liczba catkowita. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby
catkowitej 1 < k < (72’) istnieje zbior A skladajacy sie z n takich liczb catkowitych

dodatnich, ze zbiér

{NWD(z,y): 2,y € A, x # y}

zawiera dokladnie k réznych elementéw.

M 1833. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym. Punkty X i Y leza

na przedluzeniach bokéw, odpowiednio, CD i AD (przedluzamy od strony
punktu D) w taki sposéb, ze DX = AB i DY = BC'. Podobnie punkty Z i T leza
na przedtuzeniach bokéw, odpowiednio, CB i AB (od strony B) w taki sposéb,
ze BZ = AD i BT = DC'. Niech M; bedzie srodkiem XY, a M, ésrodkiem ZT.
Udowodni¢, ze proste DM, BMs i AC przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1129. W najnizszej warstwie atmosfery (w troposferze) temperatura
powietrza jednostajnie maleje z wysokoscia, po czym (w stratosferze) zaczyna
rosnaé wraz ze wzrostem wysokosci nad powierzchnia Ziemi. Wysokosé
tropopauzy — granicy miedzy troposfera i stratosfera — zalezy od szerokosci
geograficznej i zmienia sie od okoto 18 km nad réwnikiem do okoto 6 km

nad biegunami ($rednia to ok. 13 km). Natezenie dZzwieku samolotu lecacego
w obszarze tropopauzy, w warstwie powietrza o grubosci rzedu 1 km, maleje
z odlegloscia R od 7Zrédla jak 1/R. Z czego wynika taka zalezno$é?

F 1130. Stacja kosmiczna ma ksztalt walca o promieniu ry. W dazeniu do
stworzenia astronautom warunkéw mozliwie zblizonych do warunkéw na Ziemi
stacje wypelniono powietrzem i nadano jej ruch obrotowy z predkoscia katowa w
dobrang tak, zeby na brzegu walca przyspieszenie bylto réwne przyspieszeniu
ziemskiemu, g. Jaki jest stosunek pg ciSnienia powietrza na brzegu stacji do
ci$nienia p, w jej centrum (tj. na osi walca)? Srednia molowa masa powietrza

Rozwigzania na str. |24
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wynosi u, a wewnatrz stacji temperatura jest stata i w skali Kelvina wynosi T'.
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