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Artykul inspirowany pytaniem
zamykajacym artykul Mikotaja
Znamierowskiego ze strony

Rys. 1. Pierscienie Boromeuszy w wersji
zblizonej do tej, jaka pojawia si¢ w herbie
tego rodu (Flanker, Wikimedia
Commons)

Rys. 2. Trzy identyczne prawie-elipsy

w trzech wzajemnie prostopadlych
plaszczyznach tworza splot Boromeuszy.
Zrédlo: C. Gunn, J. Sullivan, The
Borromean Rings: A Video about the
New IMU Logo, Bridges Leeuwarden:
Mathematics, Music, Art, Architecture,
Culture, London 2008.
http://archive.bridgesmathart.org/2008/
bridges2008-63.html
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Rys. 3. Pary niebieska i czerwona sa:

(a) splatane, (b,c) niesplatane.

Polecam w kazdym przypadku dorysowaé
dwa okregi o érednicach zadanych przez
te pary punktéw i przekonad sie, kiedy
okregi te sie¢ przecinaja

Rys. 4. Dwie niesplatane pary na osi x
(czerwona i niebieska) i odpowiadajace im
okregi w plaszczyznie xt. Przerywane
linie daja przepis na jednoczesng
deformacje obu par, az do znikniecia

PiersScienie Boromeuszy nie istniejg
Michat MISKIEWICZ*

Czytelnik moze pamietaé, ze ostatnio juz pisalem o pierscieniach Boromeuszy
w AS.. Zapomnialem wtedy jednak zwrécié uwage na wazny fakt: one nie
istnieja!

Jak wida¢ na rysunku 1, pierécienie Boromeuszy to konfiguracja trzech okregéw
tworzacych nietrywialny splot, przy czym po usunieciu dowolnego z nich
pozostate dwa staja sie niesplecione. OczywiScie pierscienie nie sg okregami,

bo maja swoja grubo$é — i jak wida¢ na rysunku, rézng w réznych miejscach —
jednak kazdy z pierscieni zawiera w sobie pewien okrag (,rdzen”), wigc mozemy
sobie pozwoli¢ na takie uproszczenie. Po chwili refleksji latwo stwierdzié, ze
okregi te musza leze¢ w réznych plaszczyznach, inaczej by sie przeciety. Czy na
pewno wiec mozna znalez¢ taka konfiguracje w rzeczywistosci?

Sprawe utrudnia niestety fakt, ze kazdy z okregéw na rysunku jest ,nad”
jednym i ,,pod” drugim z pozostalych, co uniemozliwia umieszczenie ich

w trzech réwnolegltych plaszczyznach, albo tez w trzech plaszczyznach odrobine
obréconych wzgledem plaszczyzny rysunku. Przy pewnym wysitku da sie¢ znalezé
odpowiednia konfiguracje zlozona z trzech identycznych elips potozonych

w trzech wzajemnie prostopadlych plaszczyznach (rys. 2). Elipsy te moga
nawet mie¢ dowolnie maty mimosréd, czyli by¢ bardzo podobne do okregdw.
Wydaje sie, ze od znalezienia odpowiednich okregéw dzieli nas niewiele, ale. . .
wcale nie! Przekonamy si¢ o tym, dowodzac nastepujacego, jeszcze mocniejszego
stwierdzenia:

Twierdzenie (M. Freedman): Jesli w przestrzeni tréjwymiarowej dana jest
pewna rodzina okregow parami niesplgtanych, to cala konfiguracja rowniez jest
niesplgtana.

Jak wida¢, dopuszczamy, by okregi mialy rézne promienie, a nawet, by

byto ich wiecej niz trzy — jak sie okaze, ten ogdlniejszy przypadek wcale nie
wymaga wiecej pracy. Jesli Czytelnik ma za soba lekture artykutu Mikotaja
Znamierowskiego (str. , to spodziewa si¢ pewnie, ze przedstawie tu dowdd
wychodzacy w czwarty wymiar. I bardzo stusznie! Czwarty wymiar jest niejako
wpisany w to twierdzenie jako czas: o braku splatania przekonamy sie, podajac
przepis na rozplatanie, a to oczywiscie wymaga czasu. Zanim jednak zwigkszymy
wymiar, to najpierw go zmniejszymy.

Co jest odpowiednikiem okregu jeden wymiar nizej? Jesli ustalimy punkt na osi
rzeczywistej (tj. liczbe) p € R i promien r > 0, to zbiorem punktéw odleglych od p
o r jest po prostu para punktéw {p — r,p + r}. Podobnie jak okregi, dwie pary
punktéw moga by¢ splatane lub nie (zamiast definicji niech wystarczy tu rys. 3).
Przyjmijmy, ze mamy dang pewng rodzinge par parami niesplatanych; wskazemy
przepis na ich rozplatanie. Kazda z tych (lezacych w R) par {p —r,p+r}
przedtuzmy do (lezacego w R?) okregu zadanego réwnaniem (z — p)? + 2 = r?,
jak na rysunku 4 — jest to nadal zbiér punktéw odleglych od (p,0) o r, tylko

w przestrzeni o jeden wymiar wiekszej. Jesli tylko pary sa niesplatane, to
odpowiadajace im okregi sa rozlaczne. Na otrzymanym obrazku przekrdj prosta
t = 0 daje wyjSciowe pary, natomiast przekroje dla wiekszych t niczym klatki
filmu opisuja nam, jak kazda z par zdeformowac¢ do punktu. Jesli przyjmiemy
przy tym, ze pary ,znikaja” po sklejeniu do punktu, to unikniemy przecieé¢, czyli
nachodzenia jednej pary na druga. To oczywiscie byloby niemozliwe, gdyby
pary byly splatane. Zwréémy uwage, ze ilustracje obok pokazuja jedynie dwie
pary (i dwa okregi), ale podany przepis pozwala deformowaé dowolna liczbe par
jednoczesnie.

Pomyst na dowdéd Twierdzenia jest podobny, tylko wymaga wiecej wyobrazni;
zeby sie w tym nie zgubié¢, wprowadzmy oznaczenia. Przyjmijmy, ze danych
jest n okregbw o1, ..., 0n, Przy czym i-ty okrag ma $rodek p; = (x;, yi, 2;)

i promien r;, a ponadto jest zawarty w plaszczyznie a;x + by + ¢;z = d;.
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Do wspélrzednych z,y, z dodajemy teraz czwartg,
wspolrzedna t 1 kazdy z okregdéw przedtuzamy do
sfery w tej wiekszej przestrzeni. Bardziej precyzyjnie,
S; C R* definiujemy jako zbiér punktéw odleglych

od (z4,¥:, i, 0) o 7, jednoczesnie spelniajacych to
samo réwnanie co wezesniej. Warto sie zastanowic

i odnotowaé — cho¢ wymaga to odrobiny wyobrazni —
ze w przestrzeni punktéw (z,y, z,t) pojedyncze réwnanie
a;x + by + c;z = d; zadaje podprzestrzen wymiaru

3, 1 w tej podprzestrzeni punkty réwnoodlegte od
zadanego faktycznie tworza tradycyjna sfere. W naszej
konstrukeji kluczowa jest nastepujaca obserwacja,
analogiczna do przypadku jednowymiarowego.

Kluczowa obserwacja: Jesli okregi o1,...,0, CR3 byly
niesplgtane, to skonstruowane sfery Si,...,S, CR* sq
rozlgczne.

,Kluczowa” nie oznacza, ze oczywista. Zanim wiec ja
uzasadnimy, odetnijmy kupony od jej konsekwencji.
Podobnie jak poprzednio, otrzymana konfiguracje
mozemy ciaé¢ plaszczyznami ¢ = const na réznych
wysokosciach, otrzymujac film o okregach: kazdy

z nich kurczy sie do punktu i znika, unikajac kolizji

z pozostalymi. Z braku lepszej ilustracji warto znowu
spojrze¢ na rysunek 4, tym razem w nowym $wietle.
Zreszta ten film mozna opisa¢ bez wychodzenia do
czwartego wymiaru: okrag o; kurczy sie zgodnie ze
wzorem na promiefi r(t) = \/r? — ¢2, a po czasie r;
znika.

Pozostaje techniczny szczegdl: przyjetlo sig, ze przy
rozplatywaniu okregéw nie nalezy ich anihilowac.
Nietrudno to naprawi¢, bo dzigki roztacznosci sfer .S,
nie zdarza sie, by dwa okregi o; ,,znikaly” w tym
samym punkcie i czasie. Mozemy wiec na chwile przed

»zniknieciem” o; zapauzowaé film i przesunaé ten tyci
okrag daleko poza sceng, by nie przeszkadzal w dalszym
rozwoju wydarzen (Czytelnik wybaczy mi tutaj skaposé
opisu formalnego). W rezultacie po czasie max(ry,...,7,)
widzimy n malych okregéw umieszczonych daleko od
siebie, co rzeczywiscie przekonuje nas o tym, ze na
poczatku nie mogly by¢ splatane.

Czytelnikom Najwytrwalszym proponuje na deser
uzasadnienie ,kluczowej obserwacji”. Przypusémy, ze
dwie sfery S;, S; jednak si¢ przecinaja, a wigc dwa
okregi o;,0; nachodza na siebie w trakcie ewolucji.

Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy plaszczyzny tych
dwdch okregéw zawieraja wspolna prosta ¢, na ktérej
ma miejsce kolizja. Przesledzmy wigc doktadnie,

co sie dzieje na tej prostej. Poczatkowo przeciecia

0; N4, 0; N L tych okregéw z prosta tworzg dwie

pary punktéw. Co wazne — niesplatanych, a wigc jak
na rysunku 3bc! Polecam zastanowié sig, dlaczego
przeciecia odpowiadajace rysunkowi 3a sa mozliwe tylko
w przypadku okregéw splatanych. Czytelnik zapewne
juz sie spodziewa, co dzieje sie dalej: te dwie pary
podlegaja ewolucji jak w przypadku jednowymiarowym.
Rzeczywiscie, twierdzenie Pitagorasa przekonuje

nas, ze przeciecie S; z plaszczyzna odpowiadajaca ¢
(czyli utworzona przez osie £ oraz t) jest okregiem —
tym samym okregiem, ktory rozwazaliby$my

w ewolucji jednowymiarowej (jedynie punkt (z;,y;, z;)
nalezy zastapi¢ jego rzutem na ¢). Wiemy juz, ze

w jednowymiarowym przypadku kolizja migdzy dwiema
parami punktéw na £ jest niemozliwa, zatem i kolizja
miedzy o; oraz o; tak naprawde nie moze mie¢ miejsca.

Czy warto bylo wchodzi¢ w czwarty wymiar? Osadzcie
sami.

Asysta grawitacyjna — jak to obliczy¢?

*Wydzial Chemiczny, Politechnika Slqska
w Gliwicach

v+ 2U

Przemystaw BORYS*

O tym, ze asysta grawitacyjna jest czesto wykorzystywana podczas rozpedzania

U pojazdéw kosmicznych, styszat zapewne kazdy mitosnik astronautyki. Wiele
» sond kosmicznych, szczegélnie tych skierowanych w odlegle zakatki Ukladu

Stonecznego, korzysta z tej metody powiekszania predkoéci. Technika ta jest
doskonatym przykladem zastosowania orbit hiperbolicznych w astronomii
($cislej — w astrodynamice, nauce zajmujacej sie orbitami sztucznych pojazdéw
kosmicznych). Niestety, jej szczegdly rachunkowe nie sa powszechnie omawiane
w podrecznikach fizyki ogélnej czy nawet w podrecznikach astronomii — dlatego
zajmiemy si¢ nimi w ponizszym artykule.

Podstawowa idea asysty grawitacyjnej wydaje sie bardzo prosta. Na rysunku 1
widaé, jak pojazd kosmiczny poruszajacy sie z predkoscia v wchodzi tymczasowo

Rys. 1. Manewr asysty grawitacyjnej
wokél planety. Planeta porusza sig

z predkoscia U wzgledem Stonca,

a predkos$é pojazdu wzgledem Storica jest
réwna v

na orbite planety poruszajacej sie z predkoscia U. Porusza sie¢ wokél niej po
poélorbicie (180°) z predkoscia v + U wzgledem planety, aby nastepnie opuscié¢ ja
z ta sama predkoscia v + U (wzgledem planety), lecz w przeciwnym kierunku.
Wzgledem nieruchomego obserwatora — np. na Stoncu, predkosé ta bedzie

powiekszona o predkos¢ planety U, dajac v + 2U.
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