Plotkowanie kopertowe
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Dla przyktadu, przy czterech
plotkujacych A, B, C, D wystarcza
cztery polaczenia: najpierw A rozmawia

z B, potem C rozmawia z D, nastepnie

A rozmawia z D (dzigki czemu obaj
wiedza wszystko o wszystkich) i na koniec
B rozmawia z C (przez co oni réwniez
staja si¢ wszechwiedzacy). Mozna
nietrudng analizg uzasadni¢, ze w tym
wypadku trzy potaczenia to za malo.

Intensywnosé¢ strzalki odpowiada
kolejnosci, w jakiej plotkarze powinni
wyslaé listy, zeby wszyscy dowiedzieli si¢
wszystkiego o wszystkich

Tak mégtby wygladaé graf skierowany
mozliwych potlaczen miedzy o$mioma
plotkarzami. Na zielono zaznaczono
polaczenia odpowiadajace 7 listom, dzieki
ktérym A dowiaduje sie wszystkiego od
pozostalych, zas na czerwono — 7 listéw,
za posrednictwem ktérych pozostali
plotkarze dowiadujg si¢ nastepnie
wszystkiego od A. Zielone i czerwone
krawedzie nie musza by¢ rozlaczne,
jednak zostaly tak wybrane dla
czytelnodci

tukasz RAJKOWSKI*

Plotkare humanum est. Kazdy z nas lubi by¢ dystrybutorem plotek, cho¢
niekoniecznie ich obiektem. W artykule Plotki, ploteczki, plotunie. . .

7 |AL3| zastanawialismy sig, jak szybko moga roznosié si¢ plotki w grafach.
Przypomnijmy rozwazany tam model: w pewnym mieécie znajduje sie

n plotkarzy, z ktérych kazdy zna kazdego. Podczas rozmowy telefonicznej dwoch
plotkarzy wymienia si¢ wszystkimi posiadanymi informacjami. Na poczatku
dnia kazdy z plotkarzy jest w posiadaniu pewnej informacji, ktérej nie ma zaden
z pozostaltych. Jaka jest najmniejsza liczba rozmoéw telefonicznych, ktére nalezy
przeprowadzié¢, aby wszyscy wszystko wiedzieli?

W przytoczonym artykule pada odpowiedz: 2n — 4, wraz z bardzo chytrym
uzasadnieniem. W niniejszym tekécie zastanowimy sig, co by bylo, gdyby
fabuta zadania rozgrywala si¢ 300 lat wczedniej, w czasach gdy jedyna forma
plotkowania na odlegto$¢ bylo pisanie listéw.

Na poczatek pewna rozsadnie brzmiaca intuicja: w kontekScie wymieniania

si¢ plotkami jedna rozmowa telefoniczna jest rownowazna wysyltce dwéch
listéw. Skoro wspolczesnie potrzebujemy 2n — 4 polaczen telefonicznych do
zrealizowania plotkarskich zamierzen, to mozna by oczekiwaé, ze w czasach
przedtelefonowych wymagana liczba listow to okoto dwukrotnosé tej liczby, czyli
4n — 4 (,,0kolo” bierze sie z dopuszczenia drobnych subtelnodci, mogacych zmienié
wynik o stala).

Czytelnik Podejrzliwy przeczuwa zapewne, ze przedstawienie na poczatku
artykutu ,rozsadnie brzmiacej intuicji” zwiastuje jej rychte obalenie — i tak

tez jest w tym przypadku. Wystarczy bowiem 2n — 2 listéw, czyli tylko

o dwa wiecej niz polaczen telefonicznych! Uzasadnimy najpierw, dlaczego tyle
wystarczy. Ustawmy naszych plotkarzy w ciag Pi,..., P, i niech i-tym wystanym
listem bedzie P; — P41 dlai <n—1oraz Pay—y — Pop—;—1 dlan << 2n— 2.
Innymi stowy, puszczamy najpierw ,lancuszek” od P, do P,, tak by P, stal si¢
wszechwiedzacy, a potem pozwalamy P, odestaé¢ te wiedze pozostalym, az do P;.

Pokazemy teraz, ze mniejsza liczba listéw nie wchodzi w gre. Zauwazmy
najpierw, ze po n — 2 wystanych listach zaden z plotkarzy nie wie wszystkiego
o wszystkich. Rzeczywiscie, aby taki plotkarz zaistnial, kazdy z pozostalych

n — 1 plotkarzy musial rozstaé si¢ ze swoja tajemnica, a to nastepuje wylacznie
na skutek wystania do kogo$ listu. Poczawszy od (n — 2)-go listu, kazdy
kolejny zwieksza liczbe ,,wszechwiedzacych” plotkarzy o co najwyzej 1, gdyz
tylko odbiorca wiadomosci powigksza w wyniku jej wystania swoja wiedze

(w przypadku telefonicznym jest inaczej, co utrudnia jego analize). Poniewaz
dazymy do uzyskania n wszechwiedzacych plotkarzy, musi byé¢ wystanych jeszcze
co najmniej n listow, co daje szukane ograniczenie 2n — 2.

Zastandéwmy sie jeszcze, czy odpowiedZ na nasze pytanie ulegtaby zmianie,
gdyby kazdy z plotkarzy mial ,czarng liste” innych plotkarzy, do ktérych na
pewno nigdy nie wysle korespondencji (bo na przyklad kiedy$ rozpuszczali

o nim klamliwe plotki). Wyobrazmy sobie graf, ktérego wierzchotkami sa
plotkarze, zas strzalka od plotkarza A do B oznacza, ze ten pierwszy dopuszcza
wyslanie listu do tego drugiego. Zeby w opisanej sytuacji pelna wymiana
informacji byla w ogdle mozliwa, przedstawiony graf musi by¢ silnie spdjny —

z kazdego wierzchotka mozemy dojs¢ do dowolnego innego, poruszajac sie po
strzatkach. Zal6zmy zatem, ze tak jest, i wybierzmy dowolnego plotkarza A.

7 zalozenia o silnej spéjnoéci wynika, ze z wszystkich plotkarzy i wybranych
potaczen miedzy nimi mozemy utworzy¢ ,,drzewo skierowane w gore”, do
znajdujacego sie na szczycie A. W takim grafowym drzewie o n wierzchotkach
mamy zawsze n — 1 krawedzi, zatem tyle listéw wystarczy, aby A dowiedziat

sie wszystkiego o wszystkich (listy wysylane sa w kolejnosci wyznaczonej przez
ydrzewowa” odleglosé od A). Mozemy tez utworzy¢ inne drzewo z A na szczycie,
w ktérym wszystkie krawedzie beda skierowane ,,w dé1t”. To drzewo pozwoli A
rozdystrybuowaé swoja wszechwiedze wéréd pozostatych plotkarzy za pomoca
kolejnych n — 1 listéw. Wniosek: jesli tylko plotkarze moga w pelni wymieni¢ sie
informacjami, wystarczy im do tego celu 2n — 2 wystanych listéw. Niezaleznie od
tego, kto, z kim, dlaczego, na co, po co i w jakim celu.
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