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Rozumowanie to mozna pociggnac
znacznie dalej! Czy umiesz pokazad,
Drogi Czytelniku, ze przez caly czas
trwania marszu wszystkie krasnoludki sa
wsp6lliniowe?

P
/
A B

T

Wyobrazmy sobie nastepujaca sytuacje: w Zaczarowanym Lesie zyje sobie

n > 1 krasnoludkéw i kazdy wychodzi rano do pracy. Przemieszczaja sie one
wzdtuz ustalonych prostych, caly czas poruszajac si¢ w tym samym kierunku

i ze stala predkoscia. Wiadomo, ze ich trasy krzyzuja si¢ w sposéb maksymalny
— to znaczy, ze kazdy ma na swojej drodze n — 1 skrzyzowan z pozostalymi

(i w zwiazku z tym, zadne trzy proste nie przecinaja sie w jednym punkcie).
Jak jednak wiadomo z pewnej bajki, krasnoludki sa istotami niezwykle
towarzyskimi — powiemy zatem, ze krasnoludek jest szczesciarzem, gdy spotka
na swojej drodze wszystkie pozostale. Wowczas okazuje sie, ze jesli choé

dwa krasnoludki sa szcze$ciarzami, to wszystkie nimi sa! Jak mozna w ogdle
podejs¢ do dowodu takiego zaskakujacego faktu? Osoby nieprzepadajace

za geometria zapewne zechcialyby od razu wszystko sparametryzowac i zagtebi¢
sie w rachunkach. Okazuje sie jednak, ze istnieje pewne bardzo tadne i szokujaco
elementarne rozumowanie.

O dziwo, aby rozwiaza¢ ten dwuwymiarowy problem, uzyteczne jest odklejenie
sie od plaszczyzny m Zaczarowanego Lasu i ucieczka w tréjwymiarows
przestrzen! Dorysujmy dodatkowy wektor czasowy ustawiony prostopadle do
plaszczyzny w. Przyjmujemy, ze czas jest skierowany w gore, jak na rysunku
obok. Uplyw czasu jest jednakowy dla wszystkich krasnoludkéw (uprzedzam
fizykéw — pomijamy tu efekty relatywistyczne). Trasa k; kazdego krasnoludka
staje si¢ woéwczas prosta k] w tréjwymiarze. Jezeli chcemy zobaczy¢, gdzie
krasnoludki znajduja si¢ w danej chwili, to sprawdzamy, gdzie reprezentujace
ich proste przecinaja pozioma plaszczyzne odpowiadajaca tej chwili w czasie,
czyli na wlasciwej wysokosci. Oczywiscie krasnoludki spotykaja sie wtedy

i tylko wtedy, gdy znajduja si¢ w tym samym miejscu, w tym samym czasie —
z punktu widzenia naszych , podniesionych” prostych, wtedy i tylko wtedy, gdy
proste te si¢ przecinaja. Wiemy, ze istnieja takie dwie proste, powiedzmy k|

i kb, ktére przecinaja wszystkie pozostale ,primowane” proste. Popatrzmy wiec
na plaszczyzne n’ wyznaczona przez kf i k}. Dowolna prosta k. przecina sie

z ki oraz kb w dwdch rdznych punktach, a wigc jest zawarta w /. W zwiazku
z tym dowolne dwie proste k] i k; leza w 7', co oznacza, ze si¢ przecinaja lub
sa rownolegle. Zauwazmy jednak, ze nie moga by¢ réwnoleglte — w przeciwnym
przypadku, proste k;, k; C m nie miatyby punktu wspélnego, co przeczyloby tresci.
Konczy to zatem dowdd.

Opisany powyzej fakt znany jest jako Problem Czterech Podrdinych (zauwazmy,
ze rozwigzanie korzystato jedynie z tylu krasnoludkéw — pierwszego, drugiego,
i-tego oraz j-ego). Gléwne piekno tego rozumowania polega na tym, ze aby
rozwiazaé problem ptaski, uciekliSmy w tréjwymiar. Przypatrzmy si¢ kilku
geometrycznym (i nie tylko!) sytuacjom, w ktérych pojawia sie ten elegancki
motyw.

Nieco geometrii olimpijskiej

Rozpatrzmy nastepujace zadanie. Pojawito si¢ ono na Obozie Naukowym OMG
(poziom OM) w 2015 roku.

Zadanie. Dany jest trojkat réownoboczny ABC o $rodku ciezkosci S. Prosta [
przechodzi przez S. Niech K i L to przeciecia [ z odcinkami AC i BC,
odpowiednio. Punkt P spelnia warunki AL = PL oraz BK = PK. Udowodnij,
ze odleglo$¢ punktu P od prostej [ jest stala, niezalezna od doboru poczatkowej
prostej [ przez S.

Problem ten jest zaskakujaco ciezki, péki trzymamy si¢ kurczowo geometrii
plaskiej (przed dalszym czytaniem, zachecam do podjecia wyzwanial).
Zadanie jednak niemalze trywializuje si¢ po dorysowaniu jednego punktu

w tréjwymiarze. Niech T bedzie takim punktem w przestrzeni, ze ABCT jest
czworo$cianem foremnym. Wowczas z symetrii tego czworoscianu uzyskujemy
PL=AL=TL oraz PK = BK = TK. Na mocy cechy bok-bok-bok mamy
wiece AKLP = AKLT, czyli odleglo$é¢ P od KL (a wiec i od I) jest taka sama
co odleglos¢ T od [. Ta jednak pokrywa sie z wysokoscia czworoscianu, ktéra
oczywiscie nie zalezy od wyboru prostej {. Koniec.
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To samo rozumowanie mozna zastosowaé
dla dowolnego okregu o érodku bedacym
$rodkiem trojkata ABC — przykltadowo
dla okregu opisanego.

Ptaszczyzna z dorzuconym tylko jednym
punktem w nieskoriczonosci réwniez jest
sensownym bytem — po prostu nie na
nasze potrzeby. W ramach ciekawostki
powiem, ze twér ten nazywa si¢

(w geometrii) plaszczyzng inwersyjna lub
(w analizie) sferg Riemanna.

Dla tych, ktorzy powiedzieliby: ,po co takie sztuczki, przeciez to oczywiste, jak
sie wpisze w uklad wspolrzednych”, proponuje spojrzeé¢ na nastepujacy problem.

Zadanie. Okrag w jest wpisany w trojkat rownoboczny ABC. Punkt P jest
zmieniajacym potozenie punktem na okregu w. Udowodnij, ze warto$¢ wyrazenia
AP? + BP? 4+ CP? jest stala.

Co w tym niezwyklego? Bierzemy dwie osie, przypisujemy punktom
wspolrzedne i liczymy, prawda? Zachecam do sprébowania — jak nie robi sie
tego sprytnie, to rachunki wyjda (moze jeszcze nie najgorsze na $wiecie, ale)
przynajmniej brzydkie. Sztuczka z ucieczka w 3D moze by¢ niezwykle przydatna
nawet w rozwigzaniach obliczeniowych: Rozpatrzmy trojwymiarowy uklad
wspdélrzednych. Wierzchotki tréjkata umiesémy w punktach (0,0, 1), (0,1,0),
(1,0,0) — oczywiscie daje to tréjkat réwnoboczny zawarty w plaszczyZnie

4+ y+ z=1. Czym wowczas jest okrag w? Jest to przeciecie pewnej sfery

o érodku w (0,0,0) z ta plaszczyzna (jaki jest jej promieri R?). Innymi stowy,
jesli xp,yp, zp sa wspohrzednymi punktu P € w, to 2% + y% + 25 = R? jest stalg
wartoscia. Mozemy zatem tatwo obliczy¢:

AP? + BP? + CP?
= ((zp =1 +yp +20) + (¢b + (yp — 1> + 23) + (zp + yp + (zp — 1)?)
=3(zp +yp +2p) — 2(zp +yp +2p) +3
=3-R*-2-1+3=3R*+1,

co oczywiscie jest state. Widzimy zatem, jak uzyteczne jest myslenie poza
,pudetkiem” zwanym plaszczyzng. Szach-mat!

Think bigger

Zanim przejdziemy dalej, do bardziej skomplikowanych konfiguracji, chcialbym
wspomnie¢ o pewnym waznym, intuicyjnym bycie, zwanym formalnie
przestrzeniq rzutowg. lle razy zdarzylo sie nam stwierdzi¢, ze ,,dwie proste
przecinaja si¢”, zapominajac o przypadku, ze moga by¢ réwnoleglte? W tego
typu konfiguracjach wygodnie by bylo uznawaé, ze proste réwnolegle réwniez
sie przecinaja, ale w nieskonczonosci. Intuicja ta prowadzi nas do wspomnianej
plaszczyzny rzutowej.

Definicja. Przez plaszczyzne rzutowa rozumiemy plaszczyzne z dorzuconymi
punktami w nieskoriczonosci (niewtasciwymi), zwanymi kierunkami prostych —
kazda prosta przechodzi przez swdéj kierunek, ktéry jest taki sam dla prostych
don réwnoleglych. Ponadto przyjmujemy, ze wszystkie punkty w nieskoriczonosci
leza na jednej prostej w nieskoriczonosci (niewlasciwej).

Twér ten jest niezwykle wygodny, gdyz na plaszczyznie rzutowej dowolne

dwie rézne proste maja dokladnie jeden punkt wspélny i przez dowolne dwa
rézne punkty przechodzi doktadnie jedna prosta. Ponadto byt ten mozna tatwo
rozszerzy¢ do trzech wymiaréw: kazda prosta dostaje jeden kierunek (wspdlny
dla wszystkich prostych réwnoleglych), kierunki prostych wspélplaszczyznowych
leza na jednej prostej niewlasciwej (wspélnej dla plaszczyzn réwnoleglych),
wszystkie proste niewlasciwe leza na jednej (jedynej!) plaszezyZnie niewlasciwej.
Przez reszte artykulu przyjmuje, ze zajmujemy si¢ wlasnie przestrzenia rzutowa
(dzieki czemu nie trzeba bedzie rozpatrywaé przypadkéw). Zaczniemy od
licznego dowodu tzw. twierdzenia Monge’a:

Twierdzenie. Dane sq trzy okregi, 01,02, 03, rozlgczne zewnetrznie. Niech

Ay to punkt przeciecia wspélnych stycznych zewnetrznych do okregow os i 03.
Analogicznie definiujemy Aa oraz As. Wowczas punkty Ay, Az, Az lezg na jednej
prostej.

Klasyczny dowdéd tego faktu wymaga znajomosci twierdzenia o skladaniu
jednoktadnosci. Nie byloby to jednak w duchu tego artykulu! Robimy
inaczej: rozwazamy podobne stozki s1, so, s3, ktérych podstawami sg

okregi 01, 02, 03, odpowiednio. Niech ponadto P;, P», P3 beda odpowiednimi
wierzchotkami tych stozkow, przy czym leza one wszystkie po tej samej
stronie plaszczyzny 7 zawierajacej nasze okregi. Rozwazmy jednoktadnosé

o $rodku w A; przenoszaca oz na o3.
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Przeniesie ona sy na s3 (przez podobieristwo), a wiec Py na Ps. Stad A; lezy na

prostej P, P3. Analogicznie uzasadniamy, ze punkty A, i Az leza odpowiednio na

prostych P3Py i Py P,. Punkty Py, P», P leza na pewnej plaszczyznie 7’ (jesli

Py

sa wspolliniowe, wybieramy dowolng plaszczyzne, ktéra je zawiera). Wéwcezas

punkty A;, Ay, As leza na 7 (z definicji) oraz na 7’ (bo kazda z prostych Py P,

Ay

P, P3, P3Py zawiera si¢ w 7'). Dlatego punkty te leza w przecigciu plaszczyzn 7

oraz 7'. Plaszczyzny jednak zawsze przecinaja sie wzdluz prostej — koriczy to

Co by sig¢ stato, gdyby$my przyjeli, ze zatem dowdd.
dwa sposréd punktow Pp, Pa, P3 lezg po

jednej stronie 7, a pozostaly po drugiej?

Na zakonczenie udowodnimy jeden z najbardziej znanych faktéw geometrii

rzutowej — twierdzenie Desargues’a; uogélnimy je przy okazji na trzeci wymiar.

Twierdzenie. Dane sq dwa tréjkgty ABC ¢ A’B'C’
w R3. Wéwczas proste AA', BB' i CC' przecinajq
ste w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy punkty
przeciecia prostych BCNB'C' =P, CANC'A' =Q
i ABN A'B’ = R istniejq i lezg na jednej prostej.

Zalézmy, ze proste AA’, BB', CC' przecinaja sie

w jednym punkcie .S. Dowéd rozbijemy na dwa przypadki.

Zal6ézmy najpierw, ze tréjkaty ABC i A'B'C’ leza

w réznych plaszczyznach. Skoro CC’ i BB’ si¢ przecinaja,
to sa zawarte w jednej plaszczyznie. Oznacza to wiec, ze
BC i B'C sie przecinaja, czyli punkt P istnieje. Lezy
on ponadto w plaszczyznie 7 tréjkata ABC (bo BC
zawiera sie w ) oraz w plaszczyznie n’ tréjkata A’ B'C’
(bo B'C’ zawiera sie w 7). Podobne rozumowanie dla
punktéw @Q i R pokazuje, ze punkty te istnieja i leza na
m N7, czyli na prostej.

Rozwazmy teraz trudniejszy przypadek, gdy trojkaty
ABC i A'B'C’ s zawarte w tej samej plaszczyZnie
(zazwyczaj w takiej postaci podawane jest to
twierdzenie). Istnienie punktéw P, ), R mamy
wowczas za darmo, lecz to wspétliniowosé jest
gléwna trudnoécia. Niech k bedzie dowolna prosta
przez S, wychodzacq poza . Niech ponadto U i U’
to dowolne (rézne) punkty na k. Proste AA" i UU’
przecinaja sie (w S), wiec sa one zawarte w jednej
plaszczyznie. Wynika stad, ze proste AU i A'U’
przecinaja sie w pewnym punkcie A” lezacym poza .

Podobnie: niech B” = BU N B'U’ oraz C" =CUNC'U’.

Niech 7" bedzie plaszczyznag zawierajaca punkty

A", B" C" (wiec n" # m). Proste AA”, BB", CC"
przecinaja sie w U, wiec z udowodnionego juz
przypadku punkty P, = BC N B"C", Q1 = CANC"A",
R; = ABN A”B” istnieja i sa wspoiliniowe. Podobnie:
punkty P, = B'C'NB"C", Q,=C'A'nC"A",

Ry = A’B’ N A”B” istniejg i sa wspolliniowe. Zauwazmy
finalnie, ze skoro P; i P, sa punktami na B”C" oraz
na 7, to P, = P, (prosta niezawarta w plaszczyznie
przecina ja dokladnie w jednym punkcie), czyli jest
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to réwniez punkt P. Analogiczne rozumowanie dla

@ i R konczy wiec dowdd wynikania w jedna strone.
Dowéd w druga strone pozostawiamy Czytelnikowi jako
¢wiczenie (wskazdéwka: wystarczy odwrécié powyzsze
rozumowanie).

U

Zademonstrowane przyklady rozwiazan
tréjwymiarowych w planimetrii sa jedynie kilkoma

ze znacznie szersze] klasy. Zachecam wigc Ciebie,

Drogi Czytelniku, do poszukiwania tego typu
sposobéw myslenia w napotykanych problemach.

Dla nienasyconych milosnikéw geometrii zostawiam
jeszcze gar$é zadan (wedlug mnie, o rosnacym poziomie
trudnosci) do samodzielnego przemyslenia:

1. Czy istnieje taki pieciokat wypukly A; A3 A3A4As,
ze dla kazdego i = 1,2,...,5 proste A;A;+1 oraz
A;12A; 14 nie sg réwnolegle, przecinaja sie w
punkcie B;, a punkty By, Bs, ..., Bs sa wspolliniowe?
(Przyjmujemy, ze Ag = A1, A7 = Ay itd.)

2. (Twierdzenie Johnsona) Przystajace okregi o1, 02, 03
przechodza przez punkt S. Niech o, No3 = {4, S},
o3Noy ={B,S} oraz oy Noz = {C, S}. Udowodnij,
ze okrag opisany na tréjkacie ABC przystaje do
bazowych okregow.

3. Czy istnieje w R? konfiguracja skoriczenie wielu
okregdw o roztacznych wnetrzach, w ktorej kazdy
okrag jest styczny do dokladnie pieciu innych?

Wskazowki do zadan znajduja sie na stronie |10}

A co, gdyby p6j$¢ dalej? Zachecam do préoby znalezienia
takiego problemu tréjwymiarowego, zeby jego
rozwiazanie byto duzo prostsze, patrzac z perspektywy
wymiaru czwartego. Warto zainspirowac sie ktoryms
(badz kilkoma) z probleméw przedstawionych

w artykule.



