sensie najlepszy. Wyjasniaja to nastepujace wlasnoéci
ulamkéw laricuchowych [Chinezyn, 1964]:

(1) Kazdy redukt p/q ulamka laricuchowego danej liczby
nitewymiernej « jest najlepszym mozliwym wymiernym
przyblizeniem tej liczby o mianowniku nie wiekszym

od q.

(2) Jesli ulamek nieprzywiediny spelnia nierdwnosé
|§ — a‘ < %, to jest jednym z reduktéow ulamka
tanicuchowego liczby a.

Jedli postawimy pytanie o najlepsze przyblizenie
inaczej, pytajac o liczbe wymierna o najmniejszym
mozliwym mianowniku bedaca najlepszym
przyblizeniem liczby niewymiernej « z zadana
doktadnoscia, to niekoniecznie bedzie nia redukt
utamka tancuchowego reprezentujacego te liczbe. Na
przyktad liczba % nie wystepuje w ciggu (6), a jest
najlepszym, w powyzszym sensie, przyblizeniem
wymiernym liczby /2, dla ktérego |v/2 — §| < 0,081.

i Zadania

Mamy bowiem |v2 — 1| > |2 — 2| > 0,085, ale
|V2—4]=0,080...<0,081.

Zainteresowanym historig bogatego $wiata liczb
niewymiernych, w szczegdlnosci historia zagadnien
zwigzanych z ich wymierna aproksymacja, polecamy
fascynujaca monografie [Havil, 2012].
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Przygotowal Dominik BUREK
M 1831. Na tablicy zapisana jest cyfra 7. Wanda i Stas na zmiane dodaja

jedna cyfre do aktualnej liczby na tablicy, zaczyna Wanda. Cyfre mozna dodaé
na poczatku liczby (z wyjatkiem zera), na jej konicu lub pomiedzy dowolnymi
dwiema cyframi. Zwyciezca zostaje ta osoba, po ruchu ktorej liczba na planszy
jest kwadratem liczby calkowitej. Udowodnié, ze zaden z graczy nie moze by¢

pewien wygrane;j.

M 1832. Niech n > 3 bedzie liczba catkowita. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby
catkowitej 1 < k < (72’) istnieje zbior A skladajacy sie z n takich liczb catkowitych

dodatnich, ze zbiér

{NWD(z,y): 2,y € A, x # y}

zawiera dokladnie k réznych elementéw.

M 1833. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym. Punkty X i Y leza

na przedluzeniach bokéw, odpowiednio, CD i AD (przedluzamy od strony
punktu D) w taki sposéb, ze DX = AB i DY = BC'. Podobnie punkty Z i T leza
na przedtuzeniach bokéw, odpowiednio, CB i AB (od strony B) w taki sposéb,
ze BZ = AD i BT = DC'. Niech M; bedzie srodkiem XY, a M, ésrodkiem ZT.
Udowodni¢, ze proste DM, BMs i AC przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1129. W najnizszej warstwie atmosfery (w troposferze) temperatura
powietrza jednostajnie maleje z wysokoscia, po czym (w stratosferze) zaczyna
rosnaé wraz ze wzrostem wysokosci nad powierzchnia Ziemi. Wysokosé
tropopauzy — granicy miedzy troposfera i stratosfera — zalezy od szerokosci
geograficznej i zmienia sie od okoto 18 km nad réwnikiem do okoto 6 km

nad biegunami ($rednia to ok. 13 km). Natezenie dZzwieku samolotu lecacego
w obszarze tropopauzy, w warstwie powietrza o grubosci rzedu 1 km, maleje
z odlegloscia R od 7Zrédla jak 1/R. Z czego wynika taka zalezno$é?

F 1130. Stacja kosmiczna ma ksztalt walca o promieniu ry. W dazeniu do
stworzenia astronautom warunkéw mozliwie zblizonych do warunkéw na Ziemi
stacje wypelniono powietrzem i nadano jej ruch obrotowy z predkoscia katowa w
dobrang tak, zeby na brzegu walca przyspieszenie bylto réwne przyspieszeniu
ziemskiemu, g. Jaki jest stosunek pg ciSnienia powietrza na brzegu stacji do
ci$nienia p, w jej centrum (tj. na osi walca)? Srednia molowa masa powietrza

Rozwigzania na str. |24
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wynosi u, a wewnatrz stacji temperatura jest stata i w skali Kelvina wynosi T'.


http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/elements/bookX/propX2.html
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/elements/bookX/propX2.html
https://deltami.edu.pl/2021/09/przez-wieki-z-metoda-newtona/

& Rozwigzanie zadania F 1129.
Predkosé ¢ dzwieku w gazie o temperaturze
bezwzglednej T', molowej masie p i wykladniku adiabaty «

Wwynosi:
[kRT
CcC =
I

(R jest stala gazowa). Wraz z oddalaniem sie od
tropopauzy w gore lub w dét temperatura powietrza
rosnie, a wiec rosnie tez predkos¢ dzwieku. Oznacza

to, ze fale dzwieckowe wzbudzone w tropopauzie sg
zalamywane zawsze w strone tropopauzy, a wiec dzwiek
efektywnie rozprzestrzenia sie¢ w dwuwymiarowym obszarze
tropopauzy, co prowadzi do malenia jego natezenia

z odlegloscia od Zrédla jak 1/R.

& Rozwigzanie zadania F 1130.
Obracajaca sie stacja jest uktadem nieinercjalnym. W jej
wnetrzu przyspieszenie odsrodkowe a(r) zmienia sie
z odleglodcia r od osi walca: a(r) = w?r. Na brzegu walca
a(ro) = w?rg = g, czyli:
gr

a(r) = .
Po ustaleniu réwnowagi powietrze obraca sie wraz
z cala stacja, a przyspieszenie a(r) odgrywa role pola
grawitacyjnego. Znajdziemy rozktad ci$nienia p(r) w polu
a(r). Niech p(r) oznacza gestosé powietrza w odleglosci r
od osi obrotu. Mamy:

)

dr
Powietrze spelnia réwnanie gazu doskonatego, a wigc:
_ p(r)p

R oznacza tu stala gazowa. Otrzymujemy réwnanie:

d _ (mr ),
dr roRT )5’

ktérego rozwiazaniem jest (p. = p(0)):

(r) pgr?
T) = pc€x .
b Pe &XP 2roR

Szukany stosunek ci$nien wynosi wiec:
De _ exp( — Hgro
Po 2RT '

& Rozwigzanie zadania M 1831.

W pierwszym ruchu Wanda nie przegra, poniewaz nie ma
dwucyfrowych kwadratéw liczb catkowitych z cyfra 7.
Pokazemy teraz, ze kazdy z graczy moze mie¢ pewnosé,

ze nie przegra, wybierajac jedna z cyfr 7 lub 8 i dodajac ja
na koncu biezacej liczby w grze.

Istotnie, kwadrat liczby calkowitej nie moze konczy¢ sie
cyfra 7 ani 8, wigc przy tej strategii przeciwnik moze
wygrac¢ jedynie poprzez dodanie nowej cyfry na koncu
liczby. Zalézmy, ze po dopisaniu cyfry 7 do aktualnej
liczby A istnieje zwycieska odpowiedz — dopisanie cyfry =z,
a poprzez dopisanie cyfry 8 istnieje zwycieska odpowiedz
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— przypisanie cyfry y. W tym przypadku liczby A7z i A8y
bylyby kwadratami liczb catkowitych. Réznica miedzy
nimi wyniostaby mniej niz 20, ale kazda z tych liczb

jest co najmniej trzycyfrowa i réznica miedzy sasiednimi
kwadratami takich liczb catkowitych wynosi co najmniej
112 — 102 > 20.

& Rozwigzanie zadania M 1832.

Rozpatrzmy dowolny graf G o k — 1 krawedziach oraz n
wierzchotkach ponumerowanych kolejno 1,2,...,n, i majacy
k — 1 krawedzi. Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza.
Kazdej krawedzi G przypiszmy pewna liczbe pierwsza,

ze zbioru {p1,pa,...,pr—1}. Natomiast wierzcholkowi

o numerze i przypiszmy iloczyn liczb pierwszych
odpowiadajacych krawedziom wychodzacym z tego
wierzchotka oraz liczby pg4.

Liczby przypisane wierzchotkom sa parami rézne, gdyz
wierzcholek o numerze ¢ ma przypisang liczbe, ktora

jako jedyna jest podzielna przez pjy;. Ponadto zbiér
najwiekszych wspdlnych dzielnikéw par tych n liczb sktada
sie doktadnie z liczb p1, po, ..., pr—1 oraz 1. Wobec tego
zbiér A wszystkich liczb przypisanych wierzchotkom G
spelnia warunki zadania.

i Rozwigzanie zadania M 1833.

W rozwiazaniu uzyjemy dobrze znanej (i bardzo
przydatnej!) konsekwencji twierdzenia sinuséw w tréjkacie
(zob. tez KPO na stronie [25):

W tréjkacie ABC punkt D lezy na odcinku BC. Wowczas
BD sinxBAD BA
DC  sinxDAC AC’

Niech DM; przecina AC w punkcie P. Wéwczas
AP  sinxADP AD sinxYDM, AD

PC ~ sinxPDC DC sinxM,DX DC
_YMy XD AD XD AD

Podobnie, jesli BMy przecina AC' w punkcie P’, uzyskamy
AP ZB AB
P'C~ BT BC’
Jednakze na podstawie danych w zadaniu zaleznosci prawe
strony ostatnich dwéch réwnosci maja te sama wartosc,
wigc P = P'.




