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Liczbami algebraicznymi nazywamy
pierwiastki wielomianéw

o wspoélczynnikach catkowitych. Liczby
niealgebraiczne to liczby, ktére nie sa
algebraiczne. W tym artykule rozwazamy
tylko liczby rzeczywiste.

Grzegorz LUKASZEWICZ*

[ .] i to jest gldwng naszq troskq, bysmy niczego nie przyjmowali za prawde, co
najmniejszemu nawet podlega powgtpiewaniu. — René Descartes

Albowiem zastgpienie mozliwosci logicznej pojecia (mianowicie, Ze pojecie nie
zaprzecza samemu sobie) mozliwodcig transcendentalng rzeczy (mianowicie, ze
jakis przedmiot odpowiada pojeciu) moze zwodzié i zadowalaé tylko naiwnych.
— Immanuel Kant

Naszym celem jest przedstawienie artykulu Georga Cantora z 1874 roku,
bedacego pierwsza publikacja z nowej dziedziny matematyki — teorii mnogoéci —
w szerszym kontekscie historycznym, a w szczegélnosci, omoéwienie jego pigknego
i majacego duzy potencjal wyniku:

Majgce dowolny cigg liczb rzeczywistych S i dowolny przedzial [« §] na prostej
rzeczywistej, mozna w [« B] wyznaczyé liczbe n, ktéra nie nalezy do S. Mozna
zatem wyznaczyé nieskoniczenie wiele takich liczb n w [« B].

Oryginalne sformutowanie bylo wyrazone w terminologii zrozumialej przez
wspolczesnych i zawieralo ograniczenia dodatkowe, Swiadomie wprowadzone
przez Cantora dla podkreslenia konstruktywnosci i przejrzystosci rozwazan.

Twierdzenie 1 [Cantor, 1874]. Jesli mamy (przeliczalnie) nieskoriczony cigg
W1, W2, ..., Wy, ... 10Z0Ych od siebie liczb rzeczywistych, ktore przebiegaje wedlug
jakiejs reguly, to w kazdym danym przedziale [, 8] moina wyszczegdlnid liczbe n
(a wiec takze nieskoriczenie wiele z nich), ktéra nie wystepuje w tym ciggu (jako
jego element).

Cantor uzyl powyzszego twierdzenia w tym samym artykule do dowodu
istnienia liczb niealgebraicznych (zob. margines) oraz do sformulowania,
jako wniosku, twierdzenia o niemozliwosci ustawienia zbioru wszystkich
liczb rzeczywistych w ciag ponumerowany liczbami naturalnymi, czyli

o nieprzeliczalnosci zbioru liczb rzeczywistych. Porzadek logiczny
argumentacji Cantora jest nastepujacy.

Zaproponowal on sposéb ustawienia liczb algebraicznych w ciag, dowodzac
tym samym ich przeliczalnosci. Nastepnie argumentuje, ze jesli za S weZmiemy
ciagg wszystkich liczb algebraicznych, to powyzsze twierdzenie dowodzi istnienia
nieskonczenie wielu liczb niealgebraicznych, inaczej przestepnych, w dowolnym
przedziale na prostej liczbowej.

W konicu formuluje wniosek, ze zbior wszystkich liczb rzeczywistych jest
nieprzeliczalny — zakladajac jego przeliczalnos¢ i biorac za S ciag zawierajacy
wszystkie liczby rzeczywiste, otrzymujemy sprzecznosc.

Zauwazmy, ze z przeliczalnosci zbioru liczb algebraicznych i nieprzeliczalnoéci
zbioru liczb rzeczywistych wynika istnienie oraz nieprzeliczalnosé zbioru liczb
przestepnych, ale ta odwrdcona argumentacja daje niekonstruktywny dowdd
istnienia tych ostatnich i Cantor nie zamiescil jej w rozwazanym artykule.

Pierwsza konkretna liczbe przestepna podat Joseph Liouville w 1851 roku,
ale juz w roku 1844 pokazal, jak mozna je konstruowaé. Wezesniej tylko
domniemywano, ze pewne liczby sa liczbami przestepnymi. Liczba z 1851 to

liczba oo dana wzorem:
oo
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Dowéd Liouville’a przestepnodci liczby a opieratl sie na jego wlasnym wyniku

znanym dzi§ jako Twierdzenie Aproksymacyjne Liouville’a [Havil, 2012]:
Jesli a jest pierwiastkiem niewymiernym nieredukowalnego wielomianu

(2) f(#) = anz™ + an_ 12"+ an_ 02" .. Fag

16



Konstrukcja matematyczna (a) i pewnik
wyboru (b):

(a) Niech A bedzie zbiorem niepustych,
parami rozlacznych przedziatéw
{(n,n+1):n=1,2,3,...} na prostej
liczbowej. Okreslamy zbiér S jako zbiér
liczb {n +1/2:n=1,2,3,...} bedacych
srodkami tych przedzialéw.

(b) Dla kazdej rodziny A niepustych
zbioréw parami rozlacznych istnieje
zbiér S, do ktérego nalezy dokladnie
jeden element z kazdego ze zbioréw
nalezacych do rodziny A.

Konstrukcja w punkcie (a) jest oczywista
dla kazdego, natomiast przyjecie
stwierdzenia w punkcie (b) za prawdziwe
jest aktem wiary w przypadku
nieskonczonej, w szczegdlnosci
nieprzeliczalnej, liczby zbioréw.

o wspolczynnikach calkowitych, to dla dowolnego € > 0 istnieje tylko skoriczenie
wiele liczb wymiernych p/q spelniajacych nierédwnosé

o —p/al < 1/q"*=.
Liouville pokazal, ze w przypadku liczby « okre$lonej w powyzsza
nieréwnosé¢ zachodzi dla nieskoniczonego ciagu liczb wymiernych py /qx, gdzie

= 10k! _— 71 1 1 _ 10]€!
Pk = 101!4'102!4-@4-...—‘,-@ ,  Qr = .
Istotnie, poréwnujac | — pr/qr| z szeregiem geometrycznym, mamy
1 1 1 (.1, 1 B 1
10(k+1)!+10(k+2)1+"-<w +T0+1—()2+... 7q’,§+1<q,7§?

dla wszystkich k spelniajacych qZH*"*E > 10/9, zatem « nie moze by¢ liczba

niewymierna algebraiczna. Z racji swej konstrukeji — jej rozwinigcie dziesietne
jest nieskonczone i nieokresowe — nie jest tez liczba wymierna, a wigc jest liczba,
przestepnag.

Dowdd Cantora istnienia liczb przestepnych, jak wspomnieliémy powyzej,
oparty jest na Twierdzeniu 1, ktére jego autor dowodzi nastepujaco. Niech

S bedzie ciggiem w1, ws,ws, ... liczb rzeczywistych postulowanym w twierdzeniu.
7 tego ciagu wybieramy pierwsze dwie liczby nalezace do wnetrza przedziatu

[a, ], oznaczamy mniejsza z nich przez oy, a wieksza przez 3. Powtarzamy

te procedure dla przedzialu [aq, 81], znajdujac w jego wnetrzu liczby as i S,
nalezace do ciagu S. Powtarzamy te procedure dla przedzialu [as, 53] i tak dalej.
Otrzymamy w ten sposéb pewien ciag przedzialéw zstepujacych.

Jedli ciag ten jest skoniczony, tzn. [aq, 8], [ae, B2, .- ., [an, Bn] dla pewnej liczby
naturalnej IV, to we wnetrzu ostatniego przedzialu znajduje sie co najwyzej
jeden element w ciggu S. Wtedy dowolna rézna od w liczba we wnetrzu tego
przedzialu nie nalezy do ciagu S.

Jedli natomiast ciag przedzialow jest nieskonczony, to zachodzi zbiezno$é:

lim o, = s < foo = lim G,

n—oo n—oo
Albo wspélna cze$é tych przedzialéw jest niezdegenerowanym przedzialem
[0, Boo], 1 WOWezas dowolna liczba 7 we wnetrzu przedzialu nie nalezy do
ciagu S, albo ao = Boo =: 1. Zauwazmy, ze n nie moze naleze¢ do ciagu S, gdyz
dla kazdego n, wy, nie nalezy do [an41, Bnt1]. Twierdzenie jest udowodnione.

Spelniajacy pelne wymagania konstruktywistéw dowdd twierdzenia Cantora
mozna znalezé w [Bishop, 1985].

Cantor obawial sie, ze redakcja znakomitego czasopisma, w ktérym publikowali
wczesniej Niels Abel i Carl Friedrich Gauss, mogtaby odrzucié¢ jego artykut

ze wzgledu na uzyte w nim nowatorskie argumenty, w tym zanegowad jego
przetomowy wynik o niemozliwosci ustawienia zbioru wszystkich liczb
rzeczywistych w ciag ponumerowany liczbami naturalnymi. Uzyl zatem pewnego
podstepu. Juz sam tytul artykutu O wlasnosci zbioru wszystkich rzeczywistych
liczb algebraicznych mial uspokoié, czy moze zmyli¢, redaktoréow, a szczegdlnie
nieprzejednanego konstruktywiste Leopolda Kroneckera (1823-1891), sugerujac,
ze gtowny wynik artykutu dotyczy mozliwosci ustawienia w ciag liczb
algebraicznych. Artykul zostal szybko opublikowany.

Nalezy w tym miejscu oddaé¢ sprawiedliwo$¢ Kroneckerowi, jednemu

z najwigkszych matematykow XIX wieku, przedstawianemu czasem niestusznie
jako wroga samego Cantora. Kroneckerowi zalezalo na tym, aby matematyka
byta oparta na solidnych podstawach i, bedac redaktorem, blokowal artykuly
zawierajace enigmatyczne argumenty, w szczegdlnosci te oparte na nieostrych
definicjach rozwazanych obiektéw i ryzykownej logice.

Uwazal, ze dopuszczenie do argumentacji matematycznej niekonstruktywnych

1 nieintuicyjnych uzasadnien nie powinno mieé¢ miejsca. W koncu jednak do tego
doszto, Kronecker przegral, przewazylty nowe nurty i... pojawity si¢ paradoksy,
a w $lad za nimi powazny kryzys w matematyce, ktéra utracila spojnosé
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Dla Z—g =1, % = £ dalsze redukty

utamka lancuchowego liczby v/2 dane s
wzorem rekurencyjnym:
Pn+1 _ 2Pn+Pp—1 (Pn+pPn_1)+pPn

An+1 2qn+ap—1 ~ (antap—_1)+an’
oznacza, ze medianta medianty i reduktu
jest reduktem.

i pewnosé [Kline, 1982]. Kronecker bylby przerazony, gdyby sie dowiedzial, ze np.
stwierdzenie (b), zamieszczone na marginesie, bedzie w niedalekiej przysztosci
zaliczone do aksjomatow tak zwanych podstaw matematyki. Obecny trend ku
my$leniu algorytmicznemu, bedacy konsekwencja tatwo dostepnych efektywnych
komputerowych technik obliczeniowych, mozna uznaé¢ za swoista rehabilitacje na
dtugo odsunietego w cienn Kroneckera.

Nastepny artykul Cantora, z roku 1878, i dalsze prace zawieraja juz coraz
odwazniejsze rozwazania dotyczace operacji na zbiorach nieskonczonych,
wywolujac glosy krytyczne. Zarzuty dotyczyly miedzy innymi samej
materii dowolnych zbioréw nieskoniczonych i niekonstruktywnosci dowodéw.
Zarzut niekonstruktywnosci dowodu istnienia liczb przestepnych zostal tez
sformulowany pod adresem jego pierwszego artykulu, tego z 1874 roku, co
byto oczywistym nieporozumieniem, wynikajacym z tego, ze, jak to wyrazil
A. Kanamori: ,,w opisach twérczosci Cantora w wiekszosci przypadkow
odwrdécono kolejnos¢ wnioskowania o istnieniu liczb przestepnych, ustalajac
najpierw nieprzeliczalnosé zbioru liczb rzeczywistych, a dopiero potem
wyciagajac wniosek o istnieniu [liczb przestepnych] z przeliczalnodcei zbioru liczb
algebraicznych”. [Wikipedia]

Cho¢ pojawialy sie tez glosy broniace konstruktywnoéci dowodu istnienia liczb
niealgebraicznych w artykule [Cantor, 1874], np. w 1930 roku Abraham Fraenkel
stwierdzil, Zze metoda opisana w tym artykule jest ,metoda, ktéra — nawiasem
moéwigc, whrew powszechnej interpretacji — jest zasadniczo konstruktywna, a nie
tylko egzystencjalna”, to nieporozumienie co do charakteru tego dowodu trwato
nadal. Jeszcze w 1968 roku Mark Kac i Stanistaw M. Ulam [Kac, 1968] pisali:

»Kontrast miedzy metodami Liouville’a i Cantora jest uderzajacy, a metody
te stanowig doskonalg ilustracje dwéch catkowicie odmiennych podejéé¢ do
udowadniania istnienia obiektéw matematycznych. Liouville jest czysto
konstrukcyjny, Cantor jest czysto egzystencjalny”.

Zobaczmy najpierw, jak ten ,czysto egzystencjalny” dowdd Cantora wyglada na
prostym przyktadzie.

Przyktad. Niech [, 5] = [1, 2] oraz niech

3 g=J3 45576789 7 11 8 9 10 11 12 13

() T 12737374742 5°5757596 62707 70 7 7 7o
bedzie ciagiem wszystkich liczb wymiernych we wnetrzu tego przedziatu,
ustawionych wedtug widocznej reguty.

Pierwszymi dwoma wyrazami ciagu S S@ iz Oznaczmy o) = 3, b1 =
Plerwszyml dwoma wyrazami ciggu S nalez@cyml do przedziatu [aq, £1] sa hczby
ay=+10s= 10 Plerwszyml dwoma wyrazami ciagu S nalezacymi do przedziatu

ag,ﬁg sq hczby a3 = = 1 B3 = 5, definiujace przedzial |as, 83]. Okazuje sie, ze
17 12

gdy mamy liczby «; i 1, nastepne wyrazy ciagu par (o, 5n): (%, %) (%, %)

(11%0, @) ., definiuje nastepujacy prosty algorytm. Na poczatku, w przedziale

5, 2] mamy wskazaé dwie pierwsze liczby ciagu S nalezace do tego przedziatu.

Liczby te, zgodnie z ustawieniem elementow ciggu S, beda miaty mozliwie

najmniejsze mianowniki. Liczba o najmniejszym mianowniku w tym przedziale

jest liczba I £ Jako medianta hczb sis czyh hczba 3 < 3%;’ < % Jako druga
liczbe blerzemy Inedlant(g hczb £1 7, = < - = gig 3 , kierujac sie tym
ze b —|— 2 < 3+ 5. Zatem T—qyill Bg W% nabte;pnym kroku medlanta

hczb il b(gdz1e liczba ,83, ita naprzemlennosc sie utrzyma. Postepujac dalej,
otrzymuJemy dwa ciagi, rosnacy i malejacy:
4 7 24 41 140 239 338 99 58 17 10 3

§<g<ﬁ<ﬁ<®<7169<...<@<770<H<ﬁ<7<§.

Uzasadnienie poprawnoéci przedstawionego algorytmu Czytelnik odnajdzie

w artykule o ciagach Fareya z AJ,. Wyttuszczone liczby %, %, }—;, %, %, fzg, e
sa kolejnymi reduktami rozwiniecia liczby /2 w utamek tancuchowy

[Lukaszewicz, 2025], co tez wynika z powyzszej konstrukcji. Widzimy zatem,

18


https://www.deltami.edu.pl/2010/05/ciagi-fareya/

ze w naszym przypadku procedura Cantora zastosowana do ciagu (3) prowadzi
do wykazania istnienia liczby niewymiernej v/2.

Jedli za S wezmiemy odpowiednio ustawiony ciag liczb algebraicznych,

to analogiczna procedura doprowadzi do liczby przestepnej, ktéra mozna
obliczy¢ z zadana dokladno$cia n miejsc po przecinku, postugujac sie
programem komputerowym, opisanym w [Gray, 1994]. Zilustrujmy ja pokrotce.
Przyporzadkujmy wielomianowi (2) stopnia n liczbe h = n + |ag| + |a1| +

las] + ... + |an| 1 nazwijmy ja wysokoscia wielomianu. Uporzadkowanie

w ciag wszystkich liczb algebraicznych zaproponowane przez Cantora

polega na ustawieniu najpierw w ciag wszystkich wielomianéw wedlug
rosnacego h, znalezieniu wszystkich pierwiastkow wielomianéw dla kazdego h

i uporzadkowaniu ich wedtug wielkoSci w obrebie h, a nastepnie ustawieniu ich
w ciag kolejnymi grupami.

Wysokosé h | Stopienn n | Wielomian Pierwiastki
2 1 T 0
3 1 2z, z+ 1 0, +1
2 x?
4 1 3z,20+1, z+£2 0, +1
2 202, 22+ 1,22+ 2 +1, £2
3 x3
5 1 4z, 3z + 1, 0, %, +1,
20 +2,z+3 £1, 43, £ 55
2 322, 202 £ 1,22 £2, | £V2, 42,
222 + z, 22 + 2z, %\/g
2 tr+1l
3 223, 23 £ 1,
3+, xd +a?
4 xt

Tabelka powyzej przedstawia wszystkie wielomiany do wysokosci h = 5 wraz z ich
pierwiastkami. Te ostatnie ustawiamy w ciag (bez powtérzen),

{07 _1a la _27 _%a %72a _37 715\/57 _\/ia > }

Ograniczajac sie do przedziatu [a, §] = [0, 1], otrzymujemy ciag

— _ 11 —1+v5 1
S = {w17w27w37w47w5’w67“'} - {05175’57 2 7%7"'}

bedacy podciggiem tego poprzedniego i zawierajacy wszystkie liczby
algebraiczne w tym przedziale. Zbiér liczb algebraicznych zawiera zbior liczb
wymiernych jako swoj podzbidr, jest zatem gesty w zbiorze liczb rzeczywistych.
Stad procedura Cantora zastosowana do ciagu S wyznaczy dokladnie jedna
liczbe przestepna: n = lim,,—, o @y, = limy o0 By

Mogliby$my spytaé, dla jakiej najmniejszej liczby n zachodzi |8, — a,| < #.

Innymi slowy, pytanie dotyczy przyblizenia liczby 1 z dokladnoscia do ﬁ.
Program komputerowy oparty na metodzie Cantora z 1874 roku, opisany w [Gray,
1994], wymaga asymptotycznie co najmniej 0(2”1/3) krokéw, aby wyznaczyé

n dokladnych cyfr, zatem jest malo efektywny. Przyblizenie liczby 7 z dokladnoscia
do szesciu miejsc po przecinku wymaga przebiegniecia ponad miliona liczb w,,,
mamy a7 = wiqpe3z7o = 0,57341146. .. oraz By = wigsrssy = 0,67341183. ..

W artykule [Gray, 1994] opisana jest tez alternatywna metoda, gdzie wystarczy
tylko O(n?log? nloglogn) krokéw, co jest liczba do prazyjecia w praktyce
obliczeniowej.
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