Matematyczne sekrety systemu bonus-malus

* Wydzial Matematyki Stosowanej,
Politechnika Slaska

O tancuchach Markowa mozna bylo
przeczytaé na przykltad w Ag7 czy A?3.

Karolina PAWLIK*

Wyobrazmy sobie, ze kazdy nasz manewr za kierownica jest obserwowany

przez niewidzialnego sedziego. Ten sedzia nie §pi, nie ocenia emocji, nie ma
litosci. Zapisuje kazdy rok bezszkodowej jazdy jako zastuge i kazdy wypadek
jako przewinienie. Tym sedzia jest system bonus-malus — mechanizm, ktéry
decyduje, jak wysoko ubezpieczyciel wyceni zwiazane z nami ,ryzyko”. Poczatki
wspomnianego systemu siegaja potowy XX wieku. Pierwsze rozwiazania pojawity
sie we Francji i w Niemczech, a wkrétce system zyskal popularnosé¢ w innych
krajach. Jego celem bylo nagradzanie kierowcéw za bezszkodowa jazde (bonus)
i karanie za szkody (malus). W Polsce system pojawil sie w latach 90. Firmy
zaczely wprowadzaé znizki za lata bez szkéd i zwyzki za wypadki, motywujac
kierowcow do bezpiecznej jazdy. Dzi$ dzieki technologii mechanizm ewoluuje, co
nie zmienia faktu, ze jego tajemnice sa bezapelacyjnie oparte na matematycznej
formalizacji tancuchéw Markowa.

Podstawowe zalozenia systemu sa catkowicie zgodne ze zdrowym rozsadkiem —
ten, kto generuje wicksze koszty dla ubezpieczalni, powinien ptacié¢ wiecej.
Nietrudno jednak skonstruowaé¢ zachowujacy pozory matematycznej poprawnosci
argument przeciwko stosowaniu takiego rozwiazania. Kierowca, ktéry
doprowadzil w danym roku do wypadku, mégltby zwrocié uwage, ze fakt ten nie
czyni go bardziej podatnym na wypadek w przysztych latach, czemu wiec miatby
placié za ubezpieczenie wiecej niz w przesztosci? To troche jak z rzucaniem
monetg — jesli rzucitem trzy razy i za kazdym razem wypadl orzel, to — jesli
tylko moneta jest uczciwa — szansa na wypadniecie orla w kolejnym rzucie
wynosi niezmiennie 50%. No wtasnie — jesli tylko moneta jest uczciwa! A co,
jesli nie mozemy tego przyjac za pewnik?

W kontekscie ubezpieczen dobra ilustracja bedzie tu nastepujace zadanie,
ktérego warianty czesto pojawiaja sie w szkole na lekcjach z rachunku
prawdopodobienstwa. W duzej firmie transportowej zatrudniajacej kierowcéw
ciezaréwek postanowiono wprowadzi¢ system motywacyjny oparty na
bezszkodowej jezdzie. Firma uznala, ze jej pracownicy dziela sie na dwie
kategorie — kierowcy o niskim (30%) ryzyku spowodowania szkody w danym
roku oraz kierowcy o ryzyku wysokim, réwnym 40%. Zaklada sie ponadto, ze
w ogdlnej populacji kierowcoéw ciezaréwek ostrozniejsi stanowig 80%. Poznajemy
kierowce Andrzeja, ktéry w tym roku mial drobng sttuczke na parkingu —

w jaki sposéb informacja ta wplywa na oszacowanie prawdopodobienstwa, ze
mimo to jest on ostroznym kierowca? Oczywiscie odpowiednim narzedziem jest
w tej sytuacji wzér Bayesa, zgodnie z ktérym szukane prawdopodobienstwo
warunkowe to:
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B 30% - 80%

~30% - 80% + 40% - 20%
Analogiczny rachunek dla kierowcy Piotra, ktéry w poprzednim roku nie miat
zadnego wypadku, pozwala stwierdzi¢, ze warunkowe prawdopodobienistwo
jego przynaleznosci do grupy kierowcéw ostroznych to okoto 82%. Zatem nie
ma sprzecznosci w tym, ze cho¢ zakladamy, ze Piotr ma rokrocznie to samo
prawdopodobienistwo spowodowania wypadku, to fakt, iz nie mial go w tym
roku, zwieksza nasze oszacowanie owego prawdopodobienstwa.

=75%.

Powyzszy przyklad dawal jedynie matematyczna motywacje dla wprowadzenia

systemu bonus-malus. Jego dokladniejsza analiza ilo$ciowa opiera sie na larnicuchach

Markowa. Chodzi tu o rodzing zmiennych losowych, uporzadkowana w czasie,

w ktérej tylko bezposrednia przesztos¢ ma wplyw na przyszte zmienne. Méwiac

precyzyjnie, dyskretny tanicuch Markowa (o skoficzonej przestrzeni stanéw

2={0,1,2,...,K}) to ciag zmiennych losowych X,, o warto$ciach w Q, spelniajacy
P(Xn—i-l = in+1|Xn =p,..., X0 = iO) = P(Xn+1 = Z'n—i-lp(n = 'Ln)
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dla wszystkich n =0,1,... oraz ig,...,in4+1 € Q. Jesli
prawa strona powyzszej réwnosci nie zalezy od n (dla
ustalonych wartosci 4, i ip41), méwimy, ze laiicuch
Markowa jest jednorodny. Jego dynamike mozna
wowczas opisaé za pomoca liczb:

pij = P(Xny1 = j|X, = 1),
ktore razem tworza tzw. macierz przejscia. Rozwazmy
teraz system bonus-malus, w ktérym kierowca danego
pojazdu placi skladke Si, jezeli zglosit szkode w ciagu
ostatnich dwoch lat, w przeciwnym razie placi nizsza
sktadke Ss. Istotne sa zatem dla nas trzy stany:
pierwszy — szkoda wystapita w ostatnim roku, drugi
— szkoda wystapila tylko w przedostatnim roku, oraz
trzeci — brak szkéd w przeciagu dwoch lat. Jesli
zalozymy, ze dany kierowca ma w kazdym roku
prawdopodobienstwo spowodowania szkody réwne
p, to odpowiednia macierz przejscia bedzie wygladaé
nastepujaco:

1,7 € Q,

pl—p 0,
P=|p 0 1-p,
p 0 1-—p.
O rozktadach stacjonarnych mozna bylto przeczytaé w Delcie, na

przyktad A%i A%é

Klasycznym pytaniem dotyczacym tancuchéw Markowa
jest okreslenie ich rozkiadu stacjonarnego. Jest to
graniczna czestotliwo$é¢ przebywania w poszczegdlnych
stanach w odleglym horyzoncie czasowym. Majac dana
macierz przejscia A = [a;;]; j<k, rozklad stacjonarny

m = (71,...,7TKk) mozna wyznaczy¢ z ukladu réwnan:

n
Z&ijﬂ'i =Ty dlaj = 1,2,...,K,
i=1
z dodanym warunkiem 7 + ...+ 7 = 1. W przypadku
wyzej okreslonej macierzy P réwnania przybieraja
postaé:
p(m1 +mo + 73) = m
(1—=p)m =m
(1 —p)(me +m3) = 73

Zauwazmy, ze ten konkretny taricuch od samego poczatku znajduje sig
w rozkladzie stacjonarnym: szanse na bycie w poszczegdlnych stanach
po pierwszych dwéch (a takze dowolnych N) latach ubezpieczenia

to wlagnie odpowiednio p, p(1 — p) oraz (1 — p)z. W tym przypadku
nasza analiza moglaby zatem by¢ prostsza, jednak wprowadzony jezyk
taricuchow Markowa staje si¢ nieodzowny w bardziej skomplikowanych
systemach bonus-malus.

Biorac pod uwage m + me + w3 = 1, dostajemy

7 pierwszego rownania 7 = p, zatem z drugiego

7o = p(1 — p) i z ostatniego 3 = (1 — p)2.

Zastosujemy teraz wyzej wprowadzone pojecia do
rozwiazania nastepujacego zadania optymalizacyjnego.
W ramach wprowadzenia zauwazmy, ze niewatpliwa
korzyscia dla firm ubezpieczeniowych ze stosowania
systemu bonus-malus jest zniechecanie ubezpieczonych
do zglaszania szkdd. Spdjrzmy teraz na te kwestie

od strony ubezpieczonego, ktory postanowil zglaszaé
tylko te szkody, ktore przekroczyly pewien prog w.
Dazy przy tym do takiego wyboru parametru w, aby
zminimalizowaé¢ oczekiwang wartosé tacznych kosztéw —

7

sumy sktadki i kosztu wlasnego. Musimy jeszcze zalozy¢
cos o (losowej) wysokosci szkody. Dla uproszczenia
obliczen przyjmijmy, ze jej wartos¢ X ma rozklad
jednostajny na przedziale [0, M|, co oznacza, ze szansa
na to, ze pojedyncza szkoda przekroczy wartosé v

z przedziatu [0, M], to 1 — v/M. Poniewaz ubezpieczony
nie planuje zmienia¢ ubezpieczalni przez dluzszy czas,
postanowit dokonaé optymalizacji przy zalozeniu, ze
zwiazany z jego historia szkodowoéci lancuch Markowa
osiagnal rozklad stacjonarny.

Zauwazmy, ze strategia ubezpieczonego sprawia, ze we
wczesniej przedstawionej macierzy przejécia IP zamiast p
pojawia sie prawdopodobienistwo jednoczesnego
wystapienia ¢ zgloszenia szkody, czyli p(1 —w/M). Dla
uproszczenia napiséw przyjmujemy dalej w’' = w/M.

Zgodnie z wczesniejszymi rozwazaniami rozklad
stacjonarny jest zatem rowny:

m =p(l —w'),

m =p(l —w')(1 - p(l —w')),

w3 = (1—p(1— w’))z.
Calkowity oczekiwany koszt sklada sie z wartosci
oczekiwanej sktadki:

m181 4 w2 St + w382 = S — (S1 — S2) (1 —p(1 — w/))Q,

oraz wartoéci oczekiwanej kosztu pokrywania szkéd
z wlasnej kieszeni. Szansa na wystapienie szkody to p,
szansa na to, ze jest ona mniejsza od w, to w/M, a jesli
juz wystapita i jest mniejsza od w, to jej wartosé
oczekiwana (przy zalozeniu rozkladu jednostajnego) to
w/2. Dlatego szukana warto$é oczekiwana to pw?/(2M).
Ostatecznie ubezpieczony chce zminimalizowaé
wzgledem w € [0, M] wielkosé
Sy — (S1 = S5) (1 = p(1 — w/M))* + pw?/(2M).

Jest to tréjmian kwadratowy wzgledem w, ktérego
wartos¢ minimalna jest osiagana dla
_2(51 = So)(1 — p)pM

pM — 2(51 - 52)p2 '
O ile tylko warto$¢ ta lezy w przedziale [0, M], jest
ona szukanym, optymalnym progiem. Wstawiajac
dla przyktadu konkretne wartosci p = 0,1, S; = 1100,
So =900 oraz M = 20000 otrzymamy w* = 360,72.

*

Warto podkredlié¢, ze lancuchy Markowa znajduja
szerokie i praktyczne zastosowanie w wielu

dziedzinach, takich jak teoria kolejek, analiza systeméw
ubezpieczeniowych, ekonomia czy biologia. Przykladem
moze by¢ modelowanie ewolucji populacji, gdzie
przejscia miedzy réznymi stanami (np. liczebnoscia
gatunkéw) w zaleznosci od czynnikéw takich, jak
mutacje, selekcja naturalna czy migracje. Lancuchy
Markowa wykorzystywane sa takze w analizie

proceséw transkrypcji gendéw czy w badaniach

nad rozprzestrzenianiem sie mutacji genetycznych

w populacjach, co jest kluczowe w genetyce i genomice.
Stanowia nieocenione narzedzie w modelowaniu zjawisk
stochastycznych.
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