O obrotach w czasoprzestrzeni

Czyli od szeSciennej kostki przez strukture grupy do obrotu Wignera
i precesji Thomasa
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Obroty to bardzo proste zjawiska z zycia codziennego, a zarazem niezwykle

- - .. interesujace obiekty matematyczne. Bardzo dobrze mozna je ,zwizualizowac”
' i zbadac szereg ich wlasnosci przy uzyciu zwyklej szedciennej kostki. Po pierwsze,
[ ] o obroty kostki sa na ogél nieprzemienne, co oznacza, ze wykonanie dwoch tych
- 6 ° LA samych ruchéw w réznej kolejnosci prowadzi do réznego stanu koncowego. Dla
90° ’ przykladu wyobrazmy sobie, ze na stole lezy kostka w polozeniu przedstawionym
L L na rysunku 1. Wykonamy zaznaczone ruchy w réznej kolejnosci, prowadzace do
stanéw przedstawionych na rysunkach 2 i 3. Co jeszcze ciekawsze, kazde takie
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Rys. 1. Stan poczatkowy kostki

z zaznaczonymi obrotami

»podwdjne” obrocenie mozna osiagnaé poprzez pojedynczy obrét, ale wykonany
wokél innej osi, co zostalo pokazane na rysunkach 4 i 5.
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Rys. 2. Kostka po wykonaniu
obrotu wokél osi pionowej,
a nastepnie poziomej

Rys. 3. Kostka po wykonaniu
obrotu wokél osi poziomej,
a nastepnie pionowej

Czytelnik Wnikliwy zauwazy, ze do

dopelnienia struktury grupy potrzebna
jest jeszcze lacznosé dzialania, w tym
przypadku sktadania obrotéw.

Rys. 5. Pojedynczy obrét kostki,
ktéry ze stanu podstawowego
(rys. 1) generuje stan z rysunku 3

Rys. 4. Pojedynczy obrét kostki,
ktéry ze stanu podstawowego
(rys. 1) generuje stan z rysunku 2

Inna, niezbyt zaskakujaca wlasnoscia obrotu jest jego odwracalnosé, ktora oznacza,
ze zawsze jesteSmy w stanie wréci¢ do stanu poczatkowego, wykonujac obrét wokot
tej samej osi w przeciwna strone. Do kompletu wypada dotozy¢ stwierdzenie, ze
brak obrotu rowniez jest obrotem, fachowo zwanym identycznoscig. Powyzsze
wlasnoéci obrotow, w jezyku matematyki, odpowiadaja strukturze grupy, a ta
konkretna grupa nosi nazwe grupy obrotdw, w literaturze oznaczana jako SO(3),
gdzie cyfra 3 odnosi si¢ do wymiaru przestrzeni. Mozemy dalej rozwazy¢ zbior
obrotéw, ktore zachowuja pewna wybrang ptaszczyzne. Takie obroty réwniez
tworza grupe (tym razem przemienna!) SO(2), a poniewaz sa wyodrebnione

z wiekszego bytu, okresla si¢ je mianem podgrupy, co oznacza, ze ztozenie dwéch
obrotéw zachowujacych wyrézniona plaszczyzne réwniez jest takim obrotem.
Czytelnik Wtajemniczony powinien wiedzieé¢, ze fakt wyodrebnienia pewnej
podgrupy z wiekszej grupy w ogdlnosci wcale nie oznacza, ze pozostale elementy
(wraz z identycznoscia, ktéra jest elementem wspdlnym wszystkich podgrup danej
grupy) tworza podgrupe. Ta, wydawaloby sie, malo istotna informacja bedzie
miala kluczowe znaczenie w dalszej czesci tego artykutu.

Zeby zaczaé méwié o obrotach w czasoprzestrzeni, trzeba najpierw przyblizyé,
czym w zasadzie jest czasoprzestrzen. Punkty w zwyklej tréjwymiarowej
przestrzeni scharakteryzowalibySmy za pomocg trzech liczb opisujacych odlegltosé
od wybranego przez nas punktu ($rodka) w trzech prostopadlych kierunkach.
Ustalenie tego srodka i tych trzech kierunkow okresla sie mianem wyboru
uktadu wspolrzednych. Idac tym tokiem rozumowania, czasoprzestrzen bytaby
zestawem czterech liczb, gdzie jedna z nich (tradycyjnie jest to pierwsza)
oznaczalaby uplyw czasu od wybranego przez nas momentu, a pozostate trzy
dotyczylyby przestrzeni. Jednakze czas jest w pewien sposéb wyrdézniony
spoérod tych czterech sktadowych czasoprzestrzennych na skutek stalosci
predkoéci swiatta. Okazuje sie¢ bowiem, ze gdy obiekty poruszaja sie dostatecznie
szybko wzgledem naszego ukladu (np. 10% wartosci predkosci $wiatta, ktora
wynosi ¢ = 299792458 m/s), to odczuwany przez nie uplyw czasu oraz
mierzone dlugosci réznia si¢ wzgledem tego, co my mierzymy. Dokladniej

rzecz ujmujac, obiekty (spoczywajace w naszym ukladzie) mierzone w uktadzie
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Oczywiscie sa to paradoksy pozorne,
wynikajace z tego, ze na co dzien nie
doswiadczamy efektéw relatywistycznych
i nasza ,intuicja” zawodzi. W celu
poglebienia wiedzy odsylamy do innych
artykuléw Delty: ,,Paradoks Roberta
Korzeniowskiego” i |,,Geometria na
wirujacej karuzeli” Andrzeja Dragana lub
,Na czym polega paradoks bliZniat”
Piotra Zalewskiego.

Na okreélenie przeksztalcenia Lorentza
zmieniajacego predkosci uzywa sie tez
(zgodnie z zaleceniami Polskiego
Towarzystwa Fizycznego) stéw pchniecie
albo poryw, zamiast obco brzmigcego
slowa boost.

4.

Rys. 6. Precesja spinu elektronu
poruszajacego si¢ przeciwnie do ruchu
wskazéwek zegara

Miara kata rozwarcia o wynika
z relatywistycznego skladania predkosci
i jest zadana warunkiem
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poruszajacym si¢ (wzgledem nas) ulegaja skrdceniu Lorentza, natomiast czas dla
obserwatoréw ruchomych plynie wolniej (wzgledem naszego ukladu), i jest to
tzw. dylatacja czasu. Takie ,niecodzienne” wlasciwosci skutkuja powstawaniem
wielu ciekawych ,,paradokséw”. Ich badaniem zajmuje sie szczegdlna teoria
wzglednosci, ktéra zagoscita w $wiecie fizyki dzieki Albertowi Einsteinowi.

Aby zobaczy¢ $wiat oczami innego obserwatora, potrzebna jest stosowna formuta
opisujaca przejscie z jednego ukladu do drugiego, tzw. transformacja. Jak juz
wiemy, obserwatorzy spoczywajacy wzgledem siebie, ale patrzacy w rézne
strony (czyli tacy, ktérzy wybrali rézne kierunki) réznia sie wzgledem siebie

0 obrot, co sugeruje nam, ze grupa obrotéw nalezy do zbioru transformacji
czasoprzestrzeni, bo przeciez otaczajacy nas $wiat nie ulegt zmianie, a jedynie
sposéb, w jaki na niego patrzymy. Natomiast zeby opisaé¢ przejscie pomiedzy
obserwatorami, ktorzy patrza w te sama strone, ale poruszaja sie wzgledem
siebie, potrzebna jest tzw. transformacja Lorentza, nazywana tez boostem,
dzieki ktérej mozna analizowaé i tlumaczyé wspomniane wczeéniej ,,paradoksy”.
Co bardzo wazne, ta transformacja w przypadku matych predkosci (wzgledem
predkosci $wiatla) jest praktycznie nieodréznialna od uzywanej na co dzien

i zgodnej z nasza intuicja transformacji Galileusza, wedlug ktérej: jesli stoimy
na peronie i mija nas pociag z predkoscia V', to wzgledem pasazera tegoz
pociagu to peron ,odjezdza” w przeciwng strone, rowniez z predkoscig V,
podczas gdy uplyw czasu dla obu obserwatoréow jest jednakowy. Zbiér
wszystkich tych transformacji czasoprzestrzeni okreéla sie mianem grupy
Lorentza — pelni ona niezwykle istotna role we wspélczesnej fizyce i matematyce,
i to wlasnoéci tej grupy odgrywaja kluczows role w dalszej czesci tego

artykutu.

Pokrétce omowilidmy juz szeScienng kostke, grupe obrotéw i kilka interesujacych
nas wlasnosci czasoprzestrzeni, wiec teraz przejdziemy do precesji Thomasa.
Efekt ten mozna opisa¢ w nastepujacy sposéb: gdy jakis obiekt porusza sie

z predkodcia relatywistyczna (poréwnywalna z predkoscia swiatla ¢) i kierunek
tej predkosci ulegnie zmianie, to cialo (wzgledem nieruchomego obserwatora)
obréci si¢ w plaszczyznie, w ktérej dokonala si¢ zmiana predkosci. Oryginalnie
efekt ten dotyczyl precesji spinu elektronu (czyli zmiany kierunku wewnetrznego
momentu pedu) podczas ruchu orbitalnego wokét jadra atomu. Upraszezajac,
wyobrazmy sobie, ze elektron jest malutka, doskonalg kulka, do ktoérej
przyczepiona jest strzalka (symbolizujaca spin). W trakcie ruchu jednostajnego
po okregu kierunek strzalki bedzie si¢ obracal ze stala predkoscia katowa, co
przedstawia rysunek 6.

Powyzsze zjawisko wynika z drugiego (aczkolwiek bardziej elementarnego)
tytulowego efektu, mianowicie obrotu Wignera, nad ktérym sie teraz pochylimy.
Mozna go przedstawi¢ w nastepujacy sposob: wzgledem spoczywajacego
laboratorium porusza sie dwéch podréznikow: jeden na wschod z predkoécia vy,
a drugi na péinoc z predkoscia vp, i kazdy z nich ma osie swojego uktadu
wspolrzednych ustawione zgodnie ze swoimi kierunkami ruchu. Ot6z wedlug
podréznika udajacego sie na wschéd ten poruszajacy sie na pdinoc jest obrécony
wzgledem pozycji zarejestrowanej przez laboratorium! Jest to dos¢ zaskakujaca
obserwacja, ale dlaczego w ogdle ma ona miejsce? Co jest przyczyna takiego
efektu? Sprébujemy na to odpowiedzie¢ w dwdjnaséb: od strony fizyki oraz
matematyki (oczywiscie oba te obrazy sa spdjne i kompatybilne, natomiast
argumenty dotykaja nieco réznych aspektéw).

Z punktu widzenia fizyki kluczowe jest to, ze skrécenie Lorentza wystepuje
wylacznie w kierunku ruchu obserwatora, podczas gdy pomiary w kierunkach
prostopadlych nie ulegaja zmianie. Krotko mowiac, jadac z predkoscia v przez
most o dtugosci L, stwierdzimy, ze jest on krétszy niz wskazywalaby na to mapa,
bo uzyskalibySmy wynik L/1 — v2/c?, natomiast jest tak samo szeroki. Jesli
dotozymy do tego fakt, ze wzgledem podréznika jadacego na wschéd podrdznik
jadacy na péinoc porusza sie pod katem rozwartym wzgledem wschodniego
kierunku, co samo w sobie nie jest efektem relatywistycznym, dostajemy
egzotyczna kombinacje réznych nieprostopadtych kierunkéw i czesciowych
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‘W ogdlnosci, jezeli mamy co najmniej
dwa wymiary przestrzenne, to boosty nie
tworzg podgrupy, natomiast boosty
wzdluz tego samego kierunku
przestrzennego juz tworzg grupe, i to
przemienng.

i Z.adania

Przygotowal Dominik BUREK

skrécen Lorentza oraz oczywiscie dylatacji czasu. Ztozenie tych wszystkich
efektéw daje obrdt o kat ¢ spelniajacy nastepujace tozsamosci:
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Matematycznie sprawa jest duzo prostsza: jak juz wspomnieliSmy, obroty tworza,
podgrupe grupy Lorentza, natomiast boosty juz nie. Wynika stad, ze zlozenie
dwdch dowolnych boostéw wcale nie musi by¢ boostem. Powstaje wiec pytanie:
czym jest takie zlozenie? Odpowiedz jest do$¢ prosta: ztozeniem obrotu i boostu,
dwdéch nietrywialnych cegielek grupy Lorentza.

A jak to sie ma do oryginalnego problemu precesji spinu elektronu? Otéz
kluczowy jest ruch po okregu, ktéry co prawda zachowuje dlugo$é wektora
predkosci, ale nieustannie zmienia jego kierunek! W zwiazku z tym w kazdej
chwili czasu naszemu elektronowi trzeba przyporzadkowaé¢ nowy uklad
wspdélrzednych (tzw. uklad chwilowo wspélporuszajacy sie), co oznacza, ze

w kazdej chwili czasu potrzebny jest obrot, by uczynié zadosé transformacji
Lorentza, spdjnosci grupy Lorentza i tym samym szczegdlnej teorii wzglednosci.
Dla zaspokojenia ciekawoéci podajemy ogdlny wzoér na te czestosc:

(2) G-t ( ! 1) ax 7
=—=|—/]m==-1)ax7,
02\ /1 —v2/c2
gdzie @ oznacza przyspieszenie, jakiego doznaje cialo. W przypadku elektronu na
orbicie d jest przyspieszeniem dosrodkowym, wobec czego zachodzi nastepujaca
rOwWnosc:

(3) Qw<11>,

V1—v2/c?
gdzie & oznacza predkosé katowa elektronu. Z powyzszego wzoru wynika
réwniez, ze precesja spinu odbywa si¢ w kierunku przeciwnym do ruchu
obiegowego elektronu. Wracajac jeszcze na chwile do rysunku 6, widzimy, ze
czestosé precesji Thomasa €2 jest dwukrotnie mniejsza niz predkosé katowa
elektronu w, bo w trakcie pelnego obiegu strzatka obrocila sie o 180°, co

. s _ V5
pozwala wyznaczy¢ predkos¢ elektronu v = %2c.

Czytelnikéw spragnionych wyzwan i rachunkéw zapraszamy do lektury
zalacznika (umieszczonego na stronie czasopisma), gdzie przedstawione sa
doktadne rachunki uzasadniajace umieszczone w tym artykule rezultaty.

Rozwigzania na str. [24

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

M 1834. Okrag podzielono na 2n tukéw o dlugoséci 1. Punkty F 1131. Samochéd napedzany jest silnikiem

podzialu sa polaczone w pary, tworzac n cieciw. Kazda wysokopreznym (Diesla), w ktérym wtrysk paliwa
cieciwa dzieli okrag na dwa ltuki, a dlugosé¢ kazdego z nich poprzedzony jest 20-krotnym sprezeniem powietrza
jest parzysta. Udowodnié, ze n jest liczba parzysta. w cylindrze — tzn. w wyniku sprezania objetosé

M 1835. Punkt na plaszczyznie nazywamy kratowym, jesli
obie jego wspolrzedne sa liczbami catkowitymi. Rozwazmy
tréjkat o wierzchotkach w punktach kratowych, zawierajacy
we wnetrzu dokladnie dwa punkty kratowe. Udowodnié,

ze prosta taczaca te dwa punkty kratowe przechodzi przez

powietrza zassanego z otoczenia (atmosfery)
zmniejszona jest do 1/20 jej wartoSci poczatkowe;j.
Jaka temperature osiaga powietrze w cylindrze

w chwili wtrysku paliwa? Przyjmij, ze silnik zasysa
powietrze z otoczenia o temperaturze t = 20°C.

wierzcholek tréjkata lub jest réwnolegla do jednego z jego F 1132. Gaz doskonatly jest poddawany

bokdéw.

przemianie, w ktérej jego cidnienie p i objetosé V'
spelniaja zwiazek:

M 1836. Liczby rzeczywiste 0 < a, b, c,d < 1 sa takie, ze

abed = (1 —a)(1 —=b)(1 —¢)(1 —d).

Udowodnié, ze

p*V = const; o > 1.
Czy poczas rozprezania gazu jego temperatura T’
rosnie, czy maleje? Jakie jest molowe

(a+b+c+d)—(a+c)(b+d) > 1. cieplo przemiany?
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