jezyka, czasu, pamieci, Smierci i doSwiadczenia ludzkiego. Struktura ksigzki jest
wyraznie oparta na wzorcach matematycznych. Oto koniczacy fragment z ksiazki
Niewidzialne miasta, odpowiedni na ponure czasy: Pieklo Zyjacych nie jest
czyms, co nastanie; jesli istnieje, jest juz tutaj, jest piekiem, w ktorym zZyjemy na
co dzien, ktore tworzymy, przebywajgc razem. Sq dwa sposoby, aby nie sprawialo
ono cierpien. Pierwszy jest nietrudny dla wielu ludzi: zaakceptowadé pieklo i stac
sie jego czescig, az przestanie sie je dostrzegac. Drugi jest ryzykowny i wymaga
cigglej vwagi i cwiczenia: odszukaé i umieé rozpoznaé, kto i co posrod piekla
piektem nie jest, © utrwalic¢ to, i rozprzestrzenic.

O sztuécach, szalenstwie i nieskonczonosci

Zycie i tworczos¢ Georga Cantora

*Studium Matematyki, Uniwersytet
Radomski im. Kazimierza Pulaskiego

Artykul powstal na bazie wyktadu pod
tym samym tytulem, wygloszonego
podczas konferencji Ksztalcenie myslenia
analitycznego a realizacja podstawy
programowej, zorganizowanej przez
Radomski Osrodek Doskonalenia
Nauczycieli i Stowarzyszenie Nauczycieli
Matematyki 15 marca 2025 roku.

Mtody Georg Cantor

Privatdozent bylo to najnizsze stanowisko
akademickie na niemieckim uniwersytecie

— otwierato mozliwo$é prowadzenia badan

pod afiliacjg uczelni i zajeé¢ ze studentami,
ale bez prawa do wynagrodzenia.

Szymon JANISZEWSKI*

Pochodzenie, dziecinstwo

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor urodzit sie 3 marca 1845 roku

w Petersburgu jako najstarsze dziecko Marii Anny Béhm i Georga Woldemara
Cantora. Ojciec byl zamoznym kupcem i finansista. O jego pochodzeniu,
dziecinstwie i mlodosci wiadomo niewiele: urodzit sie pomiedzy 1809

a 1814 rokiem, prawdopodobnie w Kopenhadze, do ktorej jego rodzice
sprowadzili sie z Hiszpanii lub Portugalii. Rodzina Marii Anny wywodzita sie
z Austrii. Jej stryj, Joseph Bohm, byl utalentowanym i znanym muzykiem,
dyrektorem wiedenskiego konserwatorium. Maria Anna i Georg Woldemar
pobrali si¢ w 1842 roku w Petersburgu, w obrzadku luteranskim. Maria Anna
byla katoliczka, Georg Woldemar — luteraninem, i to bardzo poboznym,

wiec wybor zboru jako miejsca zawarcia zwiazku malzenskiego raczej nie
dziwi. Oddanie ewangelicyzmowi Georg Woldemar przekazal najstarszemu
synowi. Biografowie Georga juniora nie sa zgodni co do liczby rodzenstwa
przyszlego wielkiego matematyka — w Zzrédlach mozna znalezé informacje

o czworce lub szdstce dzieci Marii Anny i Georga Woldemara. Pewna jest

za to informacja o chorobie ojca rodziny, z ktérym mlody Georg byt bardzo
zwigzany emocjonalnie. W polowie XIX wieku gruzlica byla nieuleczalna,
tagodzono jedynie jej przebieg terapia klimatyczna. Wlaénie w poszukiwaniu
bardziej sprzyjajacych warunkow klimatycznych Cantorowie opuscili Petersburg,
i w 1856 roku przeniesli sie do Niemiec: najpierw do Wiesbaden, a pézniej —
do Frankfurtu. Georg Cantor junior z nostalgia wspominal swoje rosyjskie
dziecinstwo — w Niemczech, gdzie spedzil reszte swojego zycia, nigdy nie czut
si¢ najlepie;j.

Mtlodosé, malzenstwo, rozkwit kariery

Po ukonczeniu szkot, w 1862 roku, Georg rozpoczat studia w Hohere
Gewerbeschule Darmstadt (obecnie Uniwersytet Techniczny w Darmstadt), by
wkrétce przeniesé sie na Politechnike Federalng w Zurychu. Tam réwniez dtugo
nie zagrzal miejsca — w 1863 roku ponownie zmienil uczelnie. Tym razem na
Uniwersytet Berlinski. Stalo sie to juz po $mierci ojca. Odziedziczony spadek
(p6l miliona éwezesnych marek) umozliwial skromnemu profesorowi matematyki
godne zycie jeszcze wiele lat pdzniej.

Podczas studiéw w Berlinie Cantor stuchal wykladéw takich staw, jak
Leopold Kronecker, Karl Weierstass i Ernst Kummer, zaprzyjaznit sie

z Karlem Schwarzem. Doktorat z teorii liczb obronit w 1867 roku, przy
merytorycznym wsparciu Kroneckera i Kummera. Po ukorniczeniu studiéw

i kréotkim, kilkumiesiecznym zatrudnieniu w berlinskiej szkole dla dziewczat,
przyjal posade privatdozenta na Uniwersytecie w Halle, gdzie profesorem
matematyki byl Eduard Heine. Zachecany przez niego Cantor zajal sie teoria
szeregow trygonometrycznych. W 1872 roku opublikowal artykul, w ktérym
udowodnil, ze cigglos¢ funkcji na przedziale implikuje jednoznaczno$é jej
reprezentacji w postaci szeregu trygonometrycznego. W artykule znalazty sie
jednak pewne przemyslenia autora, ktore wskazywatly, ze skieruje swdj umyst
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Journal fir die reins und angewandte
Mathematik zalozone przez Augusta
Leopolda Crellego w 1826 roku (stad
popularna nazwa Crelle’s Journal) byto
w owym czasie najbardziej prestizowym
czasopismem matematycznym

w Niemczech, a moze i na $§wiecie.

W XIX wieku w Niemczech na stanowiska
profesorskie mianowatl wlasciwy minister.
Procedura przewidywata zgloszenie przez
uniwersytet trzech kandydatur, a minister
kolejno zwracal si¢ do wymienionych

z zapytaniem, czy sg zainteresowani
stanowiskiem.

Wielokrotnie dementowana plotka gtosi,
ze Alfred Nobel nie ufundowal swojej
nagrody w dziedzinie matematyki

z powodu romansowej natury
Mittag-Lefflera. Inna, noszaca pewne
znamiona prawdopodobienstwa,
informacja wskazuje, ze Mittag-Leffler
przyczynit si¢ do przyznania Nagrody
Nobla Marii Sktodowskiej-Curie,
przelamujac opory niektérych czlonkéw
Komitetu Noblowskiego przed
przyznaniem wyréznienia kobiecie.

Cantor byt na szczescie leczony
tagodnymi metodami (gtéwnie ciepltymi
kapielami) w nowo wybudowanej, pigknej
uniwersyteckiej klinice psychiatrycznej,
gdzie, jako stynny juz profesor Cantor,
cieszyl si¢ specjalnymi wzgledami — m.in.
mial nawet swéj gabinet.

Leopold Kronecker

w inna strong¢, mocno odlegla od szeregdéw Fouriera. Takze w 1872 roku (w wieku
zaledwie 27 lat) Cantor uzyskal awans na stanowisko profesora nadzwyczajnego.

Wiosna 1874 roku Georg zareczyt sie z przyjacidétka siostry — Vally Guttmann.
8 sierpnia tego samego roku para wstapila w zwigzek maltzenski. Cantorowie
doczekali sie széstki dzieci, (najmlodszy, Rudolf, urodzil si¢ w 1886 r.).
Malzenistwo zawarte z mitosci przetrwalo wszystkie burze. Niebagatelny wplyw
na szczedcie rodzinne mial charakter Georga, ktéry w domowym zaciszu byt
czlowiekiem bardzo zgodnym i tagodnym.

W latach siedemdziesiatych Cantor intensywnie korespondowal z Richardem
Dedekindem, ktéry zajmowal sie zagadnieniem continuum zbioru liczb
rzeczywistych. Zainspirowany ta problematyka Cantor przestal do Crelle’s Journal
artykul zawierajacy dosy¢ szokujacy wniosek o istnieniu bijekcji z kwadratu na
odcinek. Rezultat ten zirytowal Kroneckera, ktéry, jako redaktor czasopisma,
wstrzymat publikacje. Dopiero po interwencji Dedekinda, w 1878 roku artykut
mogt sie ukazac. Sytuacja ta uwolnita potezng niecheé miedzy Kroneckerem

i Cantorem, ktéry nigdy wiecej niczego nie opublikowal w Crelle’s Journal.
Przyjazi z Dedekindem takze zakonczyla sie raczej gwaltownie. Po $émierci Heinego,
w pazdzierniku 1881 roku, pojawil sie vacat na stanowisku profesora matematyki
w Halle. Cantor zaproponowal na to stanowisko Dedekinda, Heinricha Webera

i Franza Mertensa (kolejno$é¢ nazwisk istotna). Wszyscy trzej odméwili. Ostatecznie
nominacje uzyskat Friedriech Wangerin. Cantor nigdy nie nawiazal z nim blizszych
stosunkdéw: ani towarzyskich, ani naukowych. Korespondencja z Dedekindem
zakonczyla sie, i przyjazn tez.

Nowym przyjacielem i powiernikiem Cantora zostal wplywowy (i niezwykle
bogaty) szwedzki matematyk Gosta Mittag-Leffler. Byt on fundatorem

i redaktorem prestizowego czasopisma Acta Mathematica. Mittag-Leffler
zaproponowal Cantorowi publikacje kilku jego wczes$niejszych prac we
francuskim tlumaczeniu, ktérym zajeli si¢ studenci Charles’a Hermitte’a
(miedzy innymi Henri Poincare). Cykl ukazal sie w pierwszej potowie 1883 roku,
wraz z nowym, oryginalnym artykulem. Kolejne publikacje pojawily sie

w 1884 i 1885 roku. Podtytut tej drugiej — drugi komunikat — wywolal spore
zamieszanie. Pierwszym komunikatem miata by¢ inna praca, ktéra powinna
byla ukazaé si¢ w tym samym numerze czasopisma, ale zostala przez Cantora
wycofana po (raczej blednych) sugestiach Mittag-Lefflera. W wyniku tego
zamieszania zazytos¢ obu uczonych zanikta.

Choroba. Konflikt z Kroneckerem

Podczas intensywnej pracy naukowej i wymiany korespondencji

z Mittag-Lefflerem, latem 1884 roku, Cantor przezyl zatamanie nerwowe.
Dzisiaj uwazamy, ze byl to pierwszy epizod choroby dwubiegunowej (zwanej
do niedawna psychoza maniakalno-depresyjna). Ze wspomnien cérki Elsy
wiadomo, ze poczatek choroby byl gwaltowny i niespodziewany. Po okoto
dwoéch miesiacach stan uczonego ulegt pewnej poprawie, tak ze mégl on wrécié
do swoich codziennych obowigzkéw. Ale odtad zycie Cantora naznaczaty
epizody manii i depresji oraz kolejne pobyty w szpitalach psychiatrycznych.
Wielokrotnie podejmowane préby zmiany miejsca pracy — aplikowal na
stanowiska profesorskie w Berlinie i Getyndze, bo Uniwersytet w Halle
postrzegany byl jako prowincjonalny — konczyty si¢ porazkami, prawdopodobnie
pod wplywem zakulisowych dzialan Kroneckera. Potwornym ciosem dla
wrazliwego matematyka—filozofa byta $mier¢ syna Rudolfa w 1899 roku.
Napastliwe wystapienie Juliusa Koniga podczas IIT Kongresu Matematykdow

w 1904 roku w Zurychu, majace w zamysle autora podwazy¢ teorie Cantora,
takze poskutkowato nawrotem choroby, mimo ze juz nastepnego dnia Ernst
Zermelo obalil argumenty Koniga.

»Naukowy szarlatan”,  renegat”, ,deprawator mtodziezy” — Kronecker nie
hamowal jezyka w ocenach, nie tylko pracy, ale rowniez osoby Cantora.
Zajadlosé, z jaka ten, wybitny przeciez, matematyk atakowal mlodszego
kolege, moze zadziwia¢. Cantor przynajmniej dwukrotnie podejmowal proby
pojednania ze swoim dawnym nauczycielem. Po raz pierwszy wspomnial o tym
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Georg Cantor w wieku dojrzalym

Réwnoliczno$é odwzorowuje bardzo
pierwotna i intuicyjng idee¢ liczenia na
palcach. Obrazowy przyktad dotyczy
kelnera rozkladajacego sztuéce na wielkim
stole, na ktérym kto$ inny wystawit
mnéstwo talerzy. Kelner nie musi liczy¢
talerzy, by potozy¢ odpowiednig liczbe
widelcéw. Wystarczy, by przy kazdym
talerzu potozyl jeden widelec.

Galileusz zauwazyl, ze mozna
jednoznacznie powiazaé kazda liczbe
naturalng z liczbg parzysta, chociaz zbiér
liczb parzystych jest wlasciwym
podzbiorem zbioru liczb naturalnych.

Kurt Godel, podobnie jak Cantor,
zajmowal si¢ podstawami matematyki —
logika, problemami aksjomatyzacji, ale
takze teorig wzglednosci. I réwniez zmart
w szpitalu psychiatrycznym.
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w liscie do Mittag-Lefflera z wakacji w gérach Harzu, w 1884 roku. Ponownie
sprébowal w 1891 roku, gdy jako przewodniczacy Niemieckiego Towarzystwa
Matematycznego (wybrany mimo sprzeciwu Kroneckera) zaprosil swojego
adwersarza do wygloszenia wykladu na pierwszym zjezdzie Towarzystwa. Ale
Kronecker z tego zaproszenia skorzysta¢ juz nie mogl, gdyz czuwal przy t6zku
umierajacej zony, a kilka miesiecy po jej $mierci réwniez odszed! z tego swiata.
Trudno przypisa¢ wzajemna nieche¢ tych dwdch nietuzinkowych osobistosci tylko
réznicom w pogladach na filozoficzne podstawy matematyki. Wydaje sieg, ze jej
przyczyny musialy by¢ bardziej zlozone — mozliwe, ze takze osobiste. Jedno jest
chyba pewne — Kronecker wywarl ogromny wplyw na zdrowie i zycie Cantora.

Schytek

Do przejécia na emeryture w 1913 roku Cantor pracowal jako profesor
Uniwersytetu w Halle. Byl matematykiem slawnym i uznanym (w 1904 roku
brytyjskie Royal Society nagrodzito go medalem Sylvestera, a w 1912 roku
Uniwersytet w St. Andrews nadal mu tytul doktora honoris causa), ale jego
prace wydane po 1886 roku nie osiagnely wczesniejszego poziomu. Cieszyt
sie przychylnoscia wtadz uczelni, ktére z wyrozumialoscia traktowaly jego
kolejne hospitalizacje, umozliwiajac mu prowadzenie wykladéw, gdy jego stan
na to pozwalal, i zatrudniajac zastepstwa podczas licznych i dtugotrwaltych
nieobecnosci. W 1917 roku Cantor po raz ostatni trafil do sanatorium, gdzie
6 stycznia 1918 zmarl na atak serca.

Dzielo

Badajac szeregi trygonometryczne, Cantor przyjal Weierstrassowska koncepcje
liczby niewymiernej jako nieskonczonego ciagu jej przyblizen dziesigtnych.
Podejscie to wywolywalo sprzeciwy $rodowisk matematykow, filozoféw, a nawet
teologéw, bo wymagalo zaangazowania tzw. nieskornczonosci dokonanej.
Problemu tego mozna bylo (przynajmniej czeSciowo) uniknaé, stosujac

pojecie granicy, ktore opieralo si¢ na nieskorniczonosci potencjalnej. Dedekind,
szczegblowo analizujac strukture zbioru liczb rzeczywistych R, zauwazyl, ze

0§ liczbowa jest nieskonczenie bardziej ztozona niz zbior liczb wymiernych Q.
Zlozonosci tej jednak nie sformalizowal. Uczynil to dopiero Cantor w swoim
artykule z 1874 opublikowanym w pechowym dlan Crelle’s Journal. W pracy tej
Cantor wprowadzil pojecie réwnolicznosci zbioréw, rozumianej jako istnienie
odwzorowania wzajemnie jednoznacznego (czyli bijekeji) jednego zbioru na
drugi. Mozliwos¢ zdefiniowania odwzorowania wzajemnie jednoznacznego
miedzy zbiorem i jego podzbiorem wladciwym, uwazana przez stawnych
poprzednikéw (np. przez Galileusza) za paradoks, przez Cantora zostala uznana
za immanentna ceche zbioréw nieskonczonych. Zbiory rownoliczne ze zbiorem
liczb naturalnych N Cantor nazwal przeliczalnymi i udowodnil, ze zbiér liczb
wymiernych jest przeliczalny. W publikacji z 1891 roku natomiast pokazal

idee metody przekginiowej, dzisiaj zwanej metodq przekgtniowqg Cantora, ktéra
zastosowal w dowodzie nieprzeliczalno$ci R. Oznaczalo to ni mniej ni wiecej,

ze istnieja istotnie ,rézne” nieskonczonosci: wieksze i mniejsze. Rozwazajac
zaleznodci miedzy nimi, Cantor najpierw wprowadzil liczby porzadkowe, a potem
kardynalne (moce zbioréw), wraz z cala ich arytmetyka. Nieco p6Zniej oznaczyt
liczbe kardynalna zbioru N hebrajska litera Ny — tego symbolu uzywamy do dzis.

7 poréwnania mocy zbioréw N i R zrodzilo sie naturalne pytanie: czy istnieje
zbior, ktérego moc jest istotnie wieksza od Ng i istotnie mniejsza od od mocy
zbioru R, oznaczanej ¢ (od continuum). Cantor wierzyl, ze nie. Dow6d tego
przypuszczenia, nazwanego hipoteza continuum, byt Zrédlem niekonczacych sie
udrek Cantora. Mozna nawet zauwazy¢ pewna korelacje miedzy intensywno$cia
prac nad hipoteza i pobytami autora w szpitalach psychiatrycznych. Hipoteza
continuum tak bardzo oddzialywala na umysty matematykéw, ze David Hilbert
przedstawiajac w 1900 roku liste najwazniejszych nierozwiazanych problemoéw
owczesnej matematyki, umiedcit ja na pierwszym miejscu. Hipoteza continuum
doczekala sie rozwiazania w 1964 roku. Paul Cohen, bazujac na wcze$niejszych
wynikach Kurta Goédla, wykazal, ze hipoteza continuum jest niezalezna od
pozostalych aksjomatow teorii mnogosci.
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