Twierdzenie Nikomacha a tabliczka mnozenia

Pawel Rafal BIELINSKI

W AS: przedstawiliémy sprytny, wizualny dowéd
tozsamoéci zwanej twierdzeniem Nikomacha. Dla
naturalnych n > 1 mamy

B+ 4383+ 4nd=1+2+34+-+n)
Tym razem przedstawimy zupelnie inny dowdd, ktérym
uczcimy obchodzony 15 listopada Miedzynarodowy
Dzien Tabliczki Mnozenia.
O nieoczywistym zastosowaniu tabliczki mnozenia pisaliSmy réwniez
wALL
Dla wygody przyjmijmy oznaczenie n-tej liczby
trojkatnej T(n) =142+ 3 + - -+ + n. Zauwazmy takze,
ze prawdziwa jest réwnosé

14243+ +n—1+n+n—-1)+n—-2)+--+1=n’

Czytelnik Obdarzony Niezwykla Pamigciag przypomina sobie, ze we
wspomnianym artykule |Trojkaty, kwadraty, szesciany| ta pomocnicza
tozsamosé zostala uzasadniona geometrycznie.

Istotnie, tatwo jest naszkicowaé¢ argument indukcyjny:
dla n =1 jest to oczywiécie prawda (1 = 12), przechodzac
za$ z n do n + 1, dopisujemy skladniki (n + 1) +n po

lewej stronie, gdy prawa wzrasta o (n+1)2 —n? =2n + 1.

Zatem roznica stron nie zmienia sie, a wzor jest stuszny
dla wszystkich n.

Dla dowodu gltéwnej tozsamosci zastosujemy technike
podwdjnego zliczania, dwukrotnie wyznaczajac sume
liczb w kwadratowym narozu n x n tabliczki mnozenia.

Zliczanie kolumnami. Najpierw obliczymy sume liczb
w kazdej z kolumn, a nastepnie dodamy tak otrzymane
sumy.
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3 4 5 6 7 8 9 10 N

9 12 15 18 21 24 27 30 33
12 16 20 24 28 32 36 40 44
10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
12 18 24 30 36 42 48 54 60 66
14 21 28 35 42 49 56 63 70 77
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16 24 32 40 48 56 64 72 80 88
18 27 36 45 54 63 72 81 90 99
20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
11 22 33 44 55 66 77 88 99 110 121
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Suma liczb w k-tej kolumnie naszego naroza wynosi,
liczac od gory,

142k +3k+---+nk=(14+2+43+---+n) -k=kT(n).

Suma liczb w calym narozu n X n jest wigc rowna
1-Tn)+2-T(n)+3-T(n)+---+n-T(n)

=(1+2+34---+n)-T(n) =T(n)>
Jest to prawa strona gléwnej tozsamosci.

Zliczanie warstwami. Podzielimy badane naroze
na warstwy nastepujaco: pierwsza warstwa zawiera
tylko samo narozne pole; druga — pozostale trzy pola
zawarte w narozu 2 X 2; trzecia — pozostalych 5 pdl
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w narozu 3 X 3 i tak dalej: k-ta warstwa zawiera te
pola naroza k X k, ktére nie zawierajg si¢ w narozu
(k—1) x (k—1). Jasne jest, ze poczatkowe n warstw
doskonale pokrywa cale naroze n x n.
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2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
6 9 12 15 18 21 24 27 30 33
8 12 16 20 24 28 32 36 40 44
10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
12 18 24 30 36 42 48 54 60 66
14 21 28 35 42 49 56 63 70 77
16 24 32 40 48 56 64 72 80 88
18 27 36 45 54 63 72 81 90 99
20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
11 22 33 44 55 66 77 88 99 110 121
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Obliczmy sume liczb zawartych w k-tej warstwie.
Wynosi ona

1k+2k+3k+--+(k—Dk+k*+(k—-1Dk+...

+ 3k + 2k + 1k
=(1+2434+--+(k-1)+k+(k—1)+---+3+2+1)-k
=Kk =k,

zgodnie z réwnoscia wykazana we wstepie. Suma
wszystkich liczb w narozu n x n, pogrupowanych

w kolejne warstwy, wynosi wiec 13 +23 + 33 + ... +n3.
Poniewaz jest to lewa strona gléwnej tozsamosci, jej
dow6d mozemy uznaé za zakonczony.

Dowdd ten ma kilka zalet; jedna z nich, ktéra jak dotad
sie nam nie ukazala, jest mozliwo$é zademonstrowania
go geometrycznie. Ponizsza ilustracja pozwala zastapi¢
uprzednie zliczanie kolumnami prostym obliczeniem
pola kwadratu.

Kolekcjonerzy dowodéw moga zajrze¢ réwniez do Malej Delty
w Agg, gdzie Jarostaw Gornicki przedstawia diagram jeszcze innego
argumentu geometrycznego.

Dla Czytelnika Pragnacego Dziala¢ zostawiamy
jeszcze jedno wyzwanie: Jaka tozsamo$é uzyskamy,
stosujac analogiczng technike dla tabliczki mnozenia
o wymiarach n x 2n?
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