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pokonanych na gtowie. .

Lubimy rekordy. Czekamy na wielkie zawody sportowe, robimy zaklady, czy
padnie nowy ,naj”. Zadza rekordéw jest tak wielka, ze te zapisywane w znanej
ksiedze nie raz zadziwiaja: najwicksza na $wiecie zupa, najwieksza liczba
gitarzystow grajacych ulubiony utwér muzyczny, najwicksza liczba schodéw

Zdjecia do$¢ szczegdlnego rekordzisty $wiata obiegly niedawno media. Swiat
dowiedzial si¢ o jego istnieniu, kiedy po poéttoragodzinnej walce zostat

»Mieszkal w Wisle sum wasaty,
znakomity matematyk.

Krzyczal wigc na cale skrzele:
»Do mnie, mlodzi przyjaciele!

W dni powszednie i w niedziele
Na zyczenie mnoze, dziele,
Odejmuje i dodaje

I pomytek nie uznaje!”

Kazdy mogl wiec przyjsé¢ do suma
I zapytaé: jaka suma?...”

nie doczekat si¢ jednak
na haku swoja zdobycz

— Jan Brzechwa, ,Sum”

wyciagniety z wody Zalewu Rybnickiego i zmierzony. Gigant, ktory mial 292 cm,

gratulacji, bo tak sie przyjeto, ze to wedkarz trzymajacy
zbiera oklaski.

Ryby nie maja twarzy stodziakow, nie maja mimiki i nie robia wiele dla uciechy
czlowieka, chyba ze jako trofeum. I jak wiadomo, glosu nie maja... Traktujemy
je wylacznie w kategoriach rekreacyjno-konsumpcyjnych. Rybnicki Sum mogt

zy¢ w Zalewie od poczatku jego powstania w 1971 roku. Wody Zalewu stuza do

chlodzenia elektrocieptowni, przez co zbiornik ten w ciagu roku dlugo utrzymuje
wysoka temperature (obecnie jest troche lepiej, bo cze$é starych piecéw na
wegiel zostala zamknieta). A w cieplej wodzie ryby rosna szybko. Wyobrazam
sobie, ze zlowienie takiego trofeum jest nie lada przezyciem, ale jednak dziwia
mnie pelne ekscytacji gratulacje, mimo ze ryba wroécita do wody. Przeciez tak
wyjatkowe zwierze zostalo wyciagniete po dlugiej szarpaninie ze $rodowiska,
obezwladnione, wyciagniete na brzeg, zmierzone i obfotografowane.

Od kilku lat, szczegdlnie w okolicach Swigt, stychaé
glosy, ze moze czas zmieni¢ nasz stosunek do ryb.
Zwlaszcza, ze wiele jeszcze o nich nie wiemy, a badania
naukowe na ich temat moga zadziwi¢ nawet akwarystow.
Okazuje sie na przyklad, ze ryby potrafia liczy¢.

Malo tego, potrafia takze dodawaé i odejmowaé. Jak

w wierszu Jana Brzechwy. Ale jak dogadac sie z ryba,
zeby wykazala sie taka umiejetnoscia?

Badacze z Instytutu Zoologii Uniwersytetu w Bonn

w pracy opublikowanej w 2022 roku uzyli metody, ktora
zastosowano wczeséniej do eksperymentéw na pszczolach.
Badania przeprowadzono na dwoéch gatunkach ryb:
stodkowodnych plaszczkach plamistych (otrygon motoro)
oraz pyszczakach z rodziny pielegnicowatych (otropheus
zebra). W akwariach ustawiono kilka przegrdd, przez co
ryby przeplywaty do kolejnych ,,pokoi”. W pierwszym
pokoju przedstawiano rybom plansze z okreélona

liczba obiektéw (np. kélek), w zakresie od 1 do 5.

W nastepnym pokoju ryby mialy do wyboru dwa
zakatki, w jednym pokazana byla plansza z jednym
kétkiem wiecej, a w drugim z jednym koétkiem mniej

niz na planszy z pierwszego pokoju.

Najpierw ryby przechodzily trening. Jesli ryba
widziala na pierwszej planszy kétka niebieskie, miata
wykonaé¢ dodawanie, zatem wybraé¢ zakatek z plansza
prezentujacag jedno kétko wiecej. Zobaczywszy kotka
z0lte, ryba miala odejmowac, czyli wybraé¢ zakatek

z plansza o liczbie kotek o jeden mniejszej. Za dobrze
wykonane dziatanie dostawala nagrode: co$ do zjedzenia.

Po treningu, w czasie ktérego ryby uczyly sie, co znaczy
dany kolor, przyszed! czas na testy. Czy ryby potrafia
zastosowa¢ wytrenowana umiejetno$¢ w innym niz
trenowane przypadki? W treningowej wersji celowo nigdy
nie uzyto planszy z trzema elementami. W zadaniach
eksperymentalnych ryby ogladaly w pierwszym pokoju
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plansze wlasnie z trzema kotkami. Okazalo sig, ze
zwierzeta stosuja wyéwiczone zasady. Co wiecej, majac
przy dodawaniu dostepnych 4 i 5 elementéw, czesciej
wybieraly 4, co oznacza, ze byly w stanie wykonywadé
dokladne dzialanie (o jeden wiecej), a nie wskazywaé
plansze po prostu z wigksza liczba kotek.

Wiele gatunkéw zwierzat nawet z odlegtych ewolucyjnie
grup ma pojecie o liczebnosci. W przypadku matych
liczb (r6znie dla réznych zwierzat, zwykle kilka, np. od 1
do 5) mézg zwierzat dziala precyzyjnie, rozréznia kazdy
element oddzielnie, faktycznie ,liczy”. Inny mechanizm
pojawia sie powyzej tej liczby, kiedy liczenie nazwaliby$my
raczej szacowaniem, przy czym im wiecej jest elementéw,
tym mniejsza ,,dokladno$é” szacowania — np. zwierzeta
zauwazaja duze zmiany liczebno$ci obiektow, np. 50 vs. 25,
a nie widza niewielkich zmian, np. 50 vs. 49.

Coraz wiecej grup zwierzat wchodzi do matematycznej
elity: oczywiscie ssaki, w tym nie tylko naczelne, ale
takze szczury i psy, oraz ptaki (papugi, kruki), ptazy

i gady, a takze nawet bezkregowce: mréwki i pszczoty.
W sumie jednak nie jest to dziwne. Umiejetnoscé liczenia
jest potrzebna do przezycia: przy szacowaniu szansy

na bycie zjedzonym (antylopy), przy poszukiwaniu
pokarmu, np. policzenie osobnikow w stadzie, ktére
warto zaatakowaé (wilki) albo liczenie punktéw
orientacyjnych w terenie, aby odnaleZé pokarm (pszczoly,
mréwki). Wazne tez jest orientowanie sig, jak liczna jest
grupa u zwierzat stadnych (ryby, ptaki, ssaki), a samice
potrafig zliczy¢, ile mlodych maja w miocie (ssaki).
Przypuszcza sig, ze umiejetnosé liczenia wyksztalcila sig
w procesie ewolucji kilkukrotnie.

Sum wasaty z Wisly w wierszyku nie miat lekko. Trafit
mu sie¢ zlosliwy klient, lin, ktéry dal mu trudne zadanie:
,»,Czy pan zdola w swym pojeciu odjac zero od dziesieciu?”.
Tego sum nie umial zrobié¢. Nie dziwig sig, pojecie zera



jako liczby nawet ludzie zaczeli stosowaé péZzno (w Europie
dopiero w XIII w.), a dzieci uswiadamiaja sobie, czym
zero jest, dopiero w wieku okoto 4-5 lat.

Pierwotnym pojeciem, za ktérym stoi liczba zero,

jest brak czegos, co jest dla wielu zwierzat dostepne.
Zwierzeta potrafia jednak wiecej. I tak wladnie
naukowcy dowodza, ze trenowane w dodawaniu

i odejmowaniu pszczoly wiedza, ze zero (brak) jest
mniejsze niz 1. U krukéw i malp badania aktywnosci
mozgu wykonywane przy zadaniach zwigzanych

z liczeniem wykazywaly, ze konkretne liczby aktywuja
konkretne neurony w jednym rejonie mézgu. Takze
liczba zero. Na razie jednak pojmowania zera nie udato
si¢ udowodni¢ u ryb.

Sprawiedliwe podziaty graféow

U Brzechwy wszystko konczy sie dobrze, jak to w bajce.
Cho¢ sum, nie mogac sprostaé¢ zadaniu, schudtl ze stresu,
zmienit si¢ w mata rybke, ,,opuscil wody stodkie i za
zone pojal szprotke”. Sum z Zalewu Rybnickiego by¢
moze posiadl sztuke dodawania zera, skoro urést prawie
do 3 metrow.

Marta FIKUS-KRYNSKA

“Cichlids and stingrays can add and subtract ‘one’ in the number
space from one to five”, Schluessel i wsp., Scientific reports 12
(2022)

“Numerical ordering of zero in honey bees”, Howard i wsp., Science
360 (2018)

“Behavioral and Neuronal Representation of Numerosity Zero in
the Crow”, Kirschhock i wsp., J. Neurosci 41 (2021)
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Kazdy, kto ma rodzenstwo, w dziecinstwie doskonale
musial opanowaé sztuke dzielenia sie. Jak sprawiedliwie
podzieli¢ miedzy siebie kawalek ciasta? Dla
uproszczenia sytuacji, zalézmy najpierw, ze w podziale
uczestnicza dwie osoby: Alicja i Basia. Naturalnym
rozwigzaniem, czesto stosowanym w praktyce, jest
metoda ,,ja kroje, ty wybierasz”. Alicja kroi ciasto na
dwa kawalki, zag Basia wybiera swéj kawalek jako
pierwsza. Oczywiscie w interesie Alicji jest, aby kawalki
byly mozliwie réwne, czyli by wartos¢ mniejszego byta
jak najwicksza. Wtedy jesli Alicja dostanie kawalek,
ktéry jej nie zadowala, moze mieé¢ pretensje tylko do
siebie.

Co ciekawe, podejscie ,,ja kroje, ty wybierasz” jest
znane od bardzo dawna. Juz w Biblii, a dokladniej

w Ksiedze Rodzaju, mozemy znalezé¢ fragment o tym,
jak Abram i Lot podzielili miedzy siebie Ziemig
Obiecana, aby unikna¢ konfliktéw:

»,Kraj nie mogt utrzymac ich obu, bo zbyt liczne mieli
trzody; musieli wigc si¢ roztaczyé. A gdy wynikta
sprzeczka, (...) rzekl Abram do Lota: Niechaj nie
bedzie sporu miedzy nami, (... ) bo przeciez jestesmy
krewni. Wszak caly ten kraj stoi przed tobg otworem.
Odlgcz sie ode mnie! Jezeli pdjdziesz w lewo, ja
pojde w prawo, a jezeli ty pdjdziesz w prawo, ja —

w lewo. (...) Lot wybral sobie zatem cala te doline
Jordanu i wyruszyt ku wschodowi, i tak rozlaczyli
sie obaj. Abram pozostatl w ziemi Kanaan, Lot zas
zamieszkal w owej okolicy”. [Rdz 13, 6-12] (cytat

z Biblii Tysigclecia).

Co jednak zrobié, jedli w podziale uczestniczy wiecej
0s0b? Pytanie to w pierwszej polowie XX wieku zadal
Hugo Steinhaus swoim studentom, Stefanowi Banachowi
i Bronistawowi Knasterowi. Dalo to poczatek tak
zwanej teorii sprawiedliwych podzialow, ktora jest

dzi$ bogata dziedzina, lezaca na styku matematyki,
informatyki i ekonomii.
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Dobra podzielne i niepodzielne

Problem dzielenia ciasta jest stosunkowo tatwy, gdyz
ciasto ma nastepujaca przyjemna ceche (poza innymi
oczywistymi zaletami): mozna je podzieli¢/przekroi¢

w dowolnym miejscu. My zajmiemy si¢ problemem
trudniejszym, gdy musimy rozdzieli¢ dobra niepodzielne.
Wyobrazmy sobie, ze druzyna poszukiwaczy przygod,
po pokonaniu smoka, odkryta jego skarb, ktéry sktada
si¢ z wielu cennych przedmiotéw. Kazdy przedmiot sam
w sobie jest niepodzielny, czyli jedna osoba powinna

go wziaé w catosci. Dodatkowo kazdy z uczestnikow
wyprawy inaczej ceni poszczegolne przedmioty:
magiczny tuk ma niewielka wartosé¢ dla krasnoluda, ale
elfi tropiciel bedzie nim zdecydowanie zainteresowany.
Inne przykladowe scenariusze, gdzie mamy do czynienia
z podzialem zbioru niepodzielnych dobr, to podzial
majatku po rozwodzie lub podziat spadku.

Ciekawy przyklad scistego podejscia do sprawiedliwego podziatu
spadku zostat zilustrowany w ksiazce Cryptonomicon Neala
Stephensona, ktérg Czytelnikom polecamy.

Formalnie dany mamy pewien zbior przedmiotéw V'
oraz n 0s6b, zwanych zwyczajowo agentami. Ponadto
dla kazdego agenta dana jest jego funkcja uzytecznosci,
ktora kazdemu przedmiotowi przypisuje pewna
nieujemna warto$¢. Funkcje uzytecznosci i-tego agenta
bedziemy oznaczaé przez u;.

Niech P, (V) bedzie rodzing wszystkich podzialéw
zbioru V' pomiedzy n agentéw; nie zakladamy tutaj,

ze zbiory w tym podziale musza by¢ niepuste. Kazdy
taki podzial jest zatem ciagiem (P ..., P,), gdzie P; jest
podzbiorem V', ktéry dostanie agent numer i. W tym
artykule bedziemy zakladaé, ze kazda funkcja u; jest
addytywna, czyli wartoscia zbioru S C V| ozn. u;(S),
jest suma wartosci jego elementéw, czyli ) g u;. Przy
tym zalozeniu wartosS¢ uzyskana przez i-tego agenta

w podziale (P1, ..., P,) € Pp(V) wynosi ), cp ui(v).
Zwrbéémy uwage, ze zalozenie o addytywnosci nie
zawsze jest spelnione w rzeczywistych sytuacjach.



