Rozwazmy zbiér wszystkich n-wyrazowych nierosnacych
ciggéw liczb catkowitych nieujemnych o sumie wyrazoéw

Nierownos¢ Muirheada
Barttomiej BZDEGA

Tym razem o jednej z nieréwnosciowych ,armat” — nieréwnosci Muirheada. Niektére
uzywane tu pojecia i oznaczenia sa zaczerpnigte z poprzedniego kacika, wiec
zachecam Czytelnika do spojrzenia tam w pierwszej kolejnosci. Odcinek czesciowo
bazuje na pracy licencjackiej, ktora w 2016 roku pod moja opieka napisal Marek
Milwicz, a takze na artykule On uses and applications of Muirhead’s Inequality
(Parabola 58(3), 2022), w ktérym mozna znalezé jeszcze wigcej zadan z nieréwnoscia
Muirheada w roli gléwnej.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

warunek (a) < (¢) < (b), to méwimy, ze ciag (b) majoryzuje
ciag (a) bezposrednio, co oznaczamy (a) < (b).

réwnej s — oznaczamy go przez P(n,s). Na tym zbiorze

okre$lamy porzadek < w nastepujacy sposob:

(a)

Ze wzgledu na przynalezno$é obu ciagdéw do P(n, s)
zachodzi jeszcze réwnosé aj +as+. .
ktéra czesto jest dodawana do definicji tego porzadku.
W powyzszej sytuacji méwimy, ze ciag (b) majoryzuje
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7 rysunku ponizej, z lewej strony, ilustrujacego ten
porzadek dla zbioru P(3,8), mozna wyczytaé miedzy
innymi, ze: (5,3,0) < (7,1,0) oraz (4,3,1) < (4,4,0).
Natomiast zaden z ciagdw, (4,4,0) ani (6,1,1), nie
majoryzuje drugiego — dlatego mamy tu tylko czesciowy
porzadek. Nadeszta pora na:

Nieré6wno$é Muirheada. Niech (a), (b) € P(n, s) oraz
(a) = (b). Wowezas

ciag (a). Jesli dodatkowo (a) # (b), to wéwezas piszemy

(a) < (b) (ciag (b) $cisle majoryzuje ciag (a)). Ponadto
jezeli (a) < (b) oraz nie istnieje ciag (c), ktory by spelnial
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7xn) < Wbl,b2,~~7bn (‘rlaxQ» .. ,$n)

S xn > 0.

Wal,ag,...7an (1‘1, Z2,...

dla wszystkich z, o, ..

Cudowny dowdd tego twierdzenia nie miesci si¢ niestety w ciasnym kaciku, wiec
jedynie streszcze go w kilku krokach. Odtworzenie pelnego dowodu Czytelnik moze
potraktowaé jako ¢wiczenie duchowe. Zaktadamy, ze (a), (b) € P(n, s) dla ustalonych
n>2is>0.

(1) Dla (a) =< (b) istnieja ciagi (¢)™), (c)@), ..., (c)*® spelniajace warunek:
(a) = ()M < ()@ <...<(c)® = (b), wiec wystarczy ograniczyé dowéd do (a) <1 (b).

(2) Jesli (a) # (b), to a; # b; oraz a; # b; dla pewnych ¢ # j (czyli ciagi (a) i (b)
réznia sie w co najmniej dwéch miejscach). Jezeli (a) <1 (b), to ciagi (a), (b) réznia sie
w doktadnie dwoch miejscach.

(3) Dla liczb rzeczywistych =,y > 0 oraz liczb catkowitych dodatnich p > ¢ zachodzi
nieré6wnoéé xPyd + xiyP < xPHyd=! 4 g9~ 1yP+l Teraz wystarczy skorzystaé
z ostatniej czedci punktu (2).

Nieréwno$¢ Muirheada tatwo uogdélnié¢ na wyktadniki catkowite, a nawet wymierne.
W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze dodanie tej samej stalej do wszystkich wyrazéw
ciagow nie wplynie na hierarchie miedzy nimi, a tylko zmieni zbiér P, w ktérym je
poréwnujemy. Podobnie jest z mnozeniem wszystkich wyrazéw ciagdéw przez jakas
stata. Jedli mamy nieréwnoéé¢ z wyktadnikami catkowitymi, z ktérych najmniejszym
jest w < 0, to wystarczy obustronnie pomnozy¢ nieréwnosé przez (r1xs...x,) ", Jesli
wyktadniki nie sa catkowite, ale sa wymierne, to wystarczy dokonaé¢ podstawienia
z; = (@)W, w ktérym W oznacza najmniejsza wspélna wielokrotno$é mianownikéw
wszystkich wykladnikow w wyjsciowej nieréwnosci.
Zadania
Uwaga. Wszystkie poniisze nierownosci nalezy wykazaé dla x,y,z > 0.
(y+2)(z +2) (@ + ) > Suyz.
z 7
r+y+z< 4+
yiz + zim + achry > % (nieréwno$é Nesbitta).
3 o3 3 @ 423
1%+5+%y >3- o2 y2 422"
Nieréwnoéci miedzy $rednimi: harmoniczna, geometryczna, arytmetyczna,
i kwadratowa dla zmiennych x4, z9,...,z, > 0.
4 4 4 4 4 . .
yzléy;_-iz3) + ZZ’Z(Z;"_fzg) + Ty@;‘j{yg) > 1, przy zalozeniu xyz = yz + zx + zy (57 OM).
7. 23(y1+z) + y3(zl+z) + 23(;+y) > %, przy zalozeniu xyz = 1 (IMO 1995).
8. Czy ktérakolwiek z nieréwnosci: [5 2 1] > [4 4 0] lub przeciwna, jest prawdziwa dla
wszystkich x,y, z > 07

A A

2

25



