100 / doglebnych odpowiedzi (i kolejnych trudnych
o giee probleméw) zapraszamy do lektury prac [3] oraz [1].
% Ciekla woda okazuje si¢ tak stabilna, ze jesli problemem
& byloby tylko pompowanie do géry, najwyzsze drzewo
: mogloby mie¢ wysoko$¢ nawet 2 km. Wartos¢ ciSnienia
krytycznego, mogloby sie wydawac, nie ma w takim
razie konsekwencji dla biologii — jednak w przypadku
mangrowcdéw takie ogromne ujemne ci$nienia sa
% 5 50 0 0 0 100 potrzebne do wciagania wody bez soli korzeniami
temperatura (7)) [°C] zanurzonymi w morzu (odwrécona osmoza), ale to juz
zupelnie inna historia.

ciecz — stan metastabilny

brak rownowagi

ujemne cisnienie (pey) [bar]

Rys. 5. Ekstremalne ujemne ci$nienia, przy ktérych woda pozostaje
w metastabilnym stanie cieklym. Poréwnanie do$wiadczen (wiréwka
— pelne punkty [], kawitacja akustyczna — puste punkty [5]) z teoria, Literatura
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O pewnej konkurencji, w ktérej parabola nie ma réwnych sobie
* Katedra Matematyki i Informatyki, Kata’l“zyna DOMA NSKA *

Uniwersytet Jana Diugosza
w Czgstochowie Czy dla kazdej siecznej do wykresu da sie znalezé réwnolegta do niej styczna?

Lub bardziej precyzyjnie, czy majac dana funkcje f i sieczna ¢ poprowadzona
przez punkty o odcietych z1 < 22, mozna tak dobraé¢ punkt xg € (21, x2), zeby

. ,  styczna do wykresu funkcji f w (xo, f(x0)) byla réwnolegta do £?

Tr2) 1+

Sieczng £, o ktérej tu mowa, jest prosta nachylona do osi Ox uktadu

fla) 1 wspolrzednych pod katem, ktoérego tangens — jak latwo dostrzec — jest rowny
ilorazowi % Tangens kata nachylenia stycznej w (zo, f(zo)) jest zadany

i — przez pochodna: f'(xg). Pytanie o prosta styczna réwnolegla do £ jest wiec
/ 1 To T2 pytaniem o istnienie xg € (21, 22) o wlasnosci

Rys. 1. Sieczna £ poprowadzona przez

pl}llnkty (z1, f(a:l)I)) 1p(:v:jf(w2)) (I;raz f’(ﬂfo) — M

poprowadzona przez (xo, f(zo)) styczna To — X1

swnolegla do ¢ (nie jedynal
réwnolegla do £ (nie jedynal) Jak powszechnie wiadomo, odpowiedZ na powyzsze pytanie (dla funkeji f

rézniczkowalnej w danym przedziale) przynosi klasyczne twierdzenie Lagrange’a
o wartosci $redniej. Odpowiedz jest pozytywna. Trzeba tylko nadmienié, ze
szukana styczna nie musi by¢ jedyna, a teza twierdzenia nie daje nam jawnego
wzoru na punkt xg, ktérego istnienie jest owa teza zapewnione.

Twierdzenie Lagrange’a dla trojmianéw. Latwo sprawdzié, ze specyficznie

\ / zachowuje sie pod tym wzgledem funkcja okreslona tréjmianem kwadratowym.
Istotnie, rozwazajac funkcje f: [z1,72] — R okreslong wzorem f(z) = az? + bz + ¢,
mamy
flae) = fla1) a(a3 — %) +b(wz — 1)

=a(zg+m1)+b oraz f'(r)=2ax+b,
To — X1 To —T1

dla wszelkich x € (21, x2). Pozwala to zauwazy¢, ze punktem z ,realizujacym”
(dodajmy, ze w przypadku a # 0 jedynym) poszukiwana styczna, réwnolegla

. 2 . . . .
g{yg. 2. Wykres Cf{“nkc_lldf(_“") = Jego do prostej ¢ przechodzacej przez punkty (z1, f(x1)) oraz (z2, f(x2)), jest
Wwie sieczne 1 odpowladajgce 1m styczne. , . . . . s .
W obu przypadkach punkt zo = Z1522 $rednia arytmetyczna liczb z; i 2. Przykladu moze tu dostarczy¢ funkcja

zadaje jedyng mozliwg styczng przyporzadkowujaca argumentowi x wartosé 2 (por. rys. 2).
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Redukcja rozwazan do przypadku

£(0) = f/(0) = 0 jest wygodna, ale nie jest
konieczna — zachecam Czytelnika do
przekonania sig, jak dalsze rozumowanie
przebiega bez tej redukcji.

Czytelnik tatwo zauwazy, ze po dodaniu
wiezéw f(x) = g(x) oraz h(z) = f'(x/2)
problem obok przybiera postaé
réwnania (E)).

A w druga strone? Naturalnym wydaje si¢ pytanie, dla jakich jeszcze funkcji
zachodzi taka prawidlowo$é, ze szukana styczna réwnolegla do zadanej siecznej
jest ta, ktora za odcieta punktu stycznosci ma $rednig arytmetyczna odcietych
punktéw, przez ktére poprowadzono sieczna.

Okazuje sie, ze tylko tréjmiany maja te wiadciwosé. Dokladniej, w klasie funkcji
rozniczkowalnych f: R — R réwnanie

) f(l’;_z(y) _f/<$;y) daz,yeR, z#y

spelniaja jedynie wielomiany stopnia co najwyzej 2.

Nie jest trudno to udowodnié. Wiemy juz, ze réwnanie (E) jest spelnione przez
trojmiany kwadratowe, mozna wiec bez straty ogdlnosci przyjaé, ze f(0) =0
oraz f'(0) = 0 (w przeciwnym przypadku odjeliby$my od f funkcje liniowa
£(0) + zf'(0)). Podstawiajac y = 0 w réwnaniu (E), otrzymuje sie
— f(0
fl) = 10) =f"(z/2) dlaz#0,
x
co dzigki zalozeniu f(0) = 0 oznacza réwnosé
f(z) =xf'(z/2) dla wszystkich = € R.

Podstawienie jej do (E) prowadzi do:

af'(x/2) —yf'(y/2) _ p(ty

x—y 2 )
Dla uproszczenia zapisu rozwazmy pomocniczo funkcje G(x) := f'(x/2). Zgodnie
z zalozeniem mamy G(0) = 0, a réwnanie wyzej daje nam
(E1) zG(z) —yGly) = (z —y)G(z +y) dlaz,yeR.
Podstawiajac y = —z, uzyskuje sie, ze funkcja G jest nieparzysta. Teraz wystarczy
w réwnaniu (E1) w miejsce y przyja¢ —y, zeby po wykorzystaniu nieparzystosci
otrzymaé
(E2) zG(z) —yGly) = (z+y)G(z —y) dlaz,yeR.
Réwnania (E1|) i (E2) prowadza do:
(z-y)G+y)=(z+y)Glx-y) dazyeR

Zauwazmy, ze wartoSci s = x + y oraz t = x — y mozemy wybra¢ dowolnie (biorac
=iy =21) awiec tG(s) = sG(t) dla wszystkich s,t € R, co oznacza, ze
G(z)/x jest funkcja stala.

DowiedliSmy w ten sposéb, ze dla pewnej stalej a € R zachodzi tozsamosé
G(z) = ax. Zgodnie z definicja G oznacza to f’'(z) = 2ax, co w polaczeniu
z warunkiem f(0) = 0 daje f(z) = az?, a wiec tréjmian kwadratowy.

Co dalej? Nieco wigcej trudu kosztuje uzyskanie opisu rozwiagzan réwnania
f(x) —9(y)
T —y
Zadanie jest duzo ogdélniejsze, ale jego rozwiazanie wymaga tylko nieco wiecej
trudu i jest bardzo podobne do rozwiazania réwnania (E). Okazuje sie, ze jesli
funkcje f,g,h: R — R spelniaja powyzsze rownanie, to istnieja takie liczby
a,b,c e R, ze

=h(z+y) dlaz,yeR, z#y.

f(x) =ax® +bx+c=g(xr) oraz h(xr)=azx+b.

W uzyskaniu opisu rozwigzari powyzszego réwnania Podstawiajac za (z,y) pary (21, 22), (22,23), (23,21),
kluczowym jest uzyskaé réwnosé f(z) = g(z) dla x #0.  otrzymujemy réwnosé f(x) = g(x) dla wszystkich x.
W tym celu zauwazmy, ze Do rozwiazania pozostaje réwnanie
_ f(x) = Fy)
T—y -
fy) —g(z) ktére rozwiazujemy. . . tak jak poprzednio! Okazuje
=———— daz # Y, sie, ze powiazanie prawej strony réwnania z pochodng

co w konsekwencji daje

f(z)—g(z) =g(y) — f(y)

funkcji f nie bylo w rozumowaniu konieczne i nadal
jestedSmy w stanie otrzymac¢ wzér okreslajacy
dla = # y. funkcje f 1 h.
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