Skad wiedzie¢, ze czegos$ nie ma?
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Zapewne kazdy Czytelnik ma konto w jakims systemie
badz serwisie internetowym. Czasem to systemy
automatycznie nadaja nam identyfikator (nazywany
tez loginem), innym razem mozemy wybraé¢ go
samodzielnie. Niezaleznie od metody identyfikator
musi by¢ unikatowy. Dlatego jesli samodzielnie
mozemy zaproponowaé swéj login, to system sprawdza
i informuje nas, czy jest on dostepny. Z perspektywy
uzytkownika to nic niezwyktego — zwykle sprawdzenie,
czy dany element figuruje w bazie. Co wiecej, wiemy, ze
elementy w tej bazie sg unikalne. Jednak choé proste
podejscie moze dziala¢ w malych zbiorach, w skali
globalnych sieci spotecznoéciowych problem staje sie
znacznie bardziej ztozony.

W 2019 roku Gmail obstugiwal ponad pottora miliarda
kont. W 2023 roku Facebook raportowal prawie

3 miliardy aktywnych uzytkownikéw miesigecznie. Gdy
pomyslimy, jak w takiej liczbie logindéw zapewnié

ich unikalno$¢, sprawa przestaje by¢ trywialna.
Sprébujmy oszacowaé, ile miejsca zajmuja takie dane.
Zakladajac, ze login sklada sie wylacznie ze znakéw
alfanumerycznych, a jego srednia dlugos¢ wynosi N, to
otrzymujemy 3 x 109 x N znakéw. Przy przechowywaniu
wszystkich identyfikatorow jako zwykle ciagi znakow
daje to okolo 3 x N GB danych.

Wiekszos¢ informatykdéw zna struktury danych, takie
jak drzewa czy tablice asocjacyjne, ktére umozliwiaja
wydajne zarzadzanie zbiorami — odpowiadajac na

Funkcja skrétu (inaczej funkcja
mieszajaca lub haszujaca) to funkcja,
ktéra dla zadanej wartosci
przyporzadkowuje jej jakas liczbe

z ograniczonego przedziatu — skrét. Na
przyklad cigg znakéw zamienia na liczbe
naturalng mniejszg od 100. Oczekujemy
przy tym, ze funkcja skrétu bedzie
zachowywala si¢ ,losowo” — drobna
zmiana wartosci wejSciowej powoduje
,niekontrolowang” zmiane¢ przypisanego
skrétu.

funkcji skrétu.

skrétu (f1,. ..

pytanie, czy dany element nalezy do zbioru, oraz
pozwalajac go dodawac i usuwaé. O ile takie struktury
optymalizuja koszt dostepu, to cena za to jest
zwiekszone zapotrzebowanie na pamigé.

W zarzadzaniu projektami czesto mowi sie o triadzie:
czas, zakres, koszt — z ktérych mozna zoptymalizowaé
tylko dwie wartosci jednoczesnie. W potocznym
rozumieniu: szybko, dobrze i tanio, ale nie mozemy
mie¢ wszystkiego na raz. Typowe struktury danych
najczesciej optymalizuja czas i koszt, zachowujac
staty zakres, czyli gwarancje, ze dane nie zostang
utracone. A co by bylo, gdybyémy zgodzili sie na
niewielki kompromis: pozwolili strukturze odpowiadac
na pytanie o obecnosé elementu z pewnym marginesem
niepewnosci? Innymi stowy, zaakceptowali odpowiedzi
w rodzaju: ,na pewno nie” albo ,byé¢ moze tak”.

W przypadku nazw uzytkownikéw takie podejscie jest
akceptowalne. Jesli system zasugeruje, ze login by¢
moze jest juz uzywany, uzytkownik po prostu wymysli
inny. Tak dlugo, jak poziom pewnosci bedzie wysoki,
nikt nie zauwazy roznicy.

Struktury, ktore optymalizuja czas i koszt, poswiecajac
zakres, nazywamy probabilistycznymi strukturami
danych. Jedna z nich jest filtr Blooma, zaprojektowany
w 1970 roku przez Burtona Blooma. Filtr ten
odpowiada na pytanie, czy element na pewno nie
znajduje si¢ w zbiorze.

Filtr Blooma wykorzystuje tablice bitéw i zestaw funkcji skrétu. Podstawowa
koncepcja przypomina tablice asocjacyjne, ale zamiast zapisywaé kazdy element
pod wskazanym indeksem i rozwiazywaé kolizje, filtr uzywa kilku réznych

Formalnie, filtr Blooma sklada si¢ z tablicy bitow o rozmiarze m oraz k funkcji
, fx), ktore zwracaja wartosci z zakresu [0, m — 1]. Na poczatku
wszystkie bity w tablicy sa ustawione na 0. Gdy dodajemy nowy element,
obliczamy jego skroty i ustawiamy bity na odpowiednich pozycjach w tablicy

na 1, tj. jesli fi(z) = j, to ustawiamy wartos¢ j-tego bitu na 1. Sprawdzanie
obecnosci elementu réwniez zaczynamy od obliczenia wartoéci wszystkich &
funkcji skrétu. Jesli choé jeden z odpowiadajacych im bitow ma wartosé 0,
mozemy z cala pewnoscia stwierdzié, ze elementu nie ma w zbiorze. Jedli
wszystkie wskazane bity sa ustawione na 1, nie mozemy by¢ pewni odpowiedzi —
element moze byé¢ obecny lub moze to by¢ wynik kolizji.

Zobaczmy przyklad dzialania filtru Blooma — do poczatkowo pustego zbioru
dodajemy kilka elementow.

element | f1 | fo | f3 filtr Blooma
0000000000000
Xyz 2 7 | 12 | 0010000100001
abc 7 4 0 1010100100001
foo 10 | 1 5 1110110100101
bar 12| 0 7 | 1110110100101

Jak widzimy, powyzszy algorytm jest bardzo prosty, a przy odpowiednim
doborze funkcji skrotu i parametréw réwniez efektywny w implementacji.
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Warto zauwazy¢, ze to pytanie ilosciowe,
a nie jako$ciowe. Nie wiemy, jakich
funkcji uzyé.

Pozwala takze zaoszczedzi¢ bardzo duzo pamieci, gdyz zamiast przechowywaé
pelne dane — utrzymujemy tylko tablice bitow. Ztozonos¢ dodawania

i sprawdzania, czy element nalezy do zbioru, to O(k), gdzie k jest liczba uzytych
funkcji skrotu. Warto zauwazy¢, ze rozmiar uzytej pamieci nie zalezy od samych
danych, a jedynie od zbioru wartosci funkeji skrétu [0,m — 1]. Jednak wraz ze
wzrostem liczby elementéw zbioru (n) rosnie liczba bitéw o wartosci 1, a wiec
roéwniez prawdopodobienstwo p odpowiedzi falszywie pozytywnej. Natomiast
nigdy nie pojawia si¢ falszywie negatywne.

Sprébujmy teraz oszacowaé, jak duza powinna by¢ tablica bitéw i ile

funkcji skrétu nalezy uzy¢, aby zapewni¢ odpowiednio wysoka precyzje,

czyli odpowiednio niskie prawdopodobienstwo p. Zalézmy, ze dodajemy

nowy element x do zbioru i obliczamy jego skréty. Dla pierwszej funkcji

skrétu fi, dowolnego innego elementu y ze zbioru oraz wybranej funkcji f;
prawdopodobienstwo, ze fi(z) = f;(y), wynosi %, gdzie m to rozmiar tablicy
bitéw. Oznacza to, ze z prawdopodobienstwem 1 — % bit fi(z) nie koliduje

z f;(y). Jesli w naszym zbiorze mamy n elementéw i dla kazdego obliczylismy

k funkcji skrétu, to z niezaleznosci wartosci funkcji skrétu otrzymujemy;,

ze z prawdopodobienistwem (1 — %)nk bit fi(z) nie koliduje z zadnym

z n elementéw zbioru, a wiec z prawdopodobienstwem 1 — (1 — %)nk bit f1(z)
byl juz wczesniej ustawiony na 1. Skoro uzywamy k niezaleznych funkcji skrotu,
to prawdopodobieristwo, ze wszystkie obliczone bity fi(z), fa(z),..., fr(x) sa juz
ustawione na 1, wynosi

(- (2

Zastandéwmy sie, czy mozemy w jaki$ latwy sposéb oszacowaé to
prawdopodobienistwo. Jako ze szukamy dobrej struktury danych dla bardzo
duzych zbioréw, mozemy rozpatrywaé przypadek graniczny, w ktérym m — oo.
Wytrawny Czytelnik na pewno widzi pewne podobienstwo miedzy wzorem
a jedna z fundamentalnych wlasnosci liczby e, a konkretnie

1 m
e = lim (1 — > .
m— 00 m

(2" () e e

. , —nk |1
mozemy oszacowaé p & (1 —e™m )~.

Zapisujac

Aby odpowiedzie¢ sobie na pytanie, ilu funkcji skrétu potrzebujemy,

nalezy zastanowicC sie, jakiego prawdopodobienstwa odpowiedzi falszywie

pozytywnej (p) oczekujemy, oraz oszacowaé liczbe elementéw w zbiorze (n)

i dostepny rozmiar tablicy (m), w ktérej zaimplementujemy filtr Blooma.

\1\7>I/'yznaczmy najpierw minimum funkcji p(k) dla ustalonej wartosci stosunku .
amy:

nk

p(k)~ (1 - e_ﬁ)k _ n (1—e=% )k _ okln (1—e= % )

nk

Wystarczy teraz przyréwnaé¢ do 0 pochodng wykladnika w wyrazeniu po prawej
stronie powyzszej réwnosci (tzn. logarytmu naturalnego z funkcji p(k)):

n —nk
m

—nk -_n —e
(kln(1—e)) =In(l—e ) 4 b2
1—em
Zamiast szuka¢ miejsca zerowego pochodnej dla dodatniego k, wygodniej jest
podstawi¢ ¢ = e%k, czylilng = _T”k Wtedy otrzymujemy do rozwigzania
réwnanie:
q
In(1—q) — Ing =0,
n(l—q) = 7= e

dla ¢ nalezacego do przedziatu (0, 1).
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q

0 1

Poréwnanie funkcji ¢¢ oraz (1 — q)' 9

Rozwigzania na str.

Powyzsze rownanie mozemy przeksztalcié w nastepujacy sposéb:
(1-¢)In(l —¢) —¢qlng=0,
In((1 —¢)'™7) — In(¢?) = 0,

o(1505)

(1—g)t
T =1,
(1-g)7=¢"

Poniewaz funkcje ¢? oraz (1 — ¢q)'~9 sa symetryczne wzgledem punktu %,

otrzymujemy q = %, czyli e = %, co oznacza, ze p(k)’ =0 dla k= 2 In2.

Co wiecej, Czytelnik tatwo uzasadni widoczny na rysunku fakt, ze dla 0 < g < %
mamy ¢? < (1 —¢)' 77, zas dla § < ¢ < 1 zachodzi ¢ > (1 — ¢)' 7. Oznacza to,
ze dla ¢ < § (czyli k > 1In2) mamy p(k)’ > 0 i podobnie dla k < In2 mamy
p(k)" < 0. Stad wnioskujemy, ze dla k = 7 In 2 funkcja p osiaga swoje minimum.

Poniewaz jesteSmy w stanie uzalezni¢ optymalng liczbg funkcji skrétu k od 7%,
nic nie stoi na przeszkodzie, aby obliczy¢, jakiego rozmiaru tablicy potrzebujemy
do przechowania n elementéow z zadanym prawdopodobienstwem odpowiedzi
falszywie pozytywnej p:

p= (1 _e—ngan)%ln2 :2—%1112
o

m = —— 10, .
nz 83 ?

Dla naszego przyktadu, w ktérym Facebook sprawdza loginy n = 3 x 109
uzytkownikéw, jesli chcemy uzyskaé¢ p = 0,001, to potrzebujemy zaledwie
k = 10 funkcji oraz raptem m =~ 5GB danych.

Jak widaé¢ na powyzszym przykladzie, filtr Blooma pozwala znaczaco zmniejszy¢
zuzycie danych oraz utrzymac staly czas odpowiedzi, o ile jesteSmy w stanie
zaakceptowaé pewien margines btedu.

i Zadania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1837. W kwadracie K dany jest wielokat wypukly P o tej wlasnosci, ze
niezaleznie od tego, jak dwie kopie P umieécimy w K, zawsze maja one wspdlny
punkt. Udowodnié, ze dowolne trzy kopie P umieszczone w K majg réwniez
wspOlny punkt.

M 1838. Dana jest liczba catkowita n > 0 oraz liczby rzeczywiste a1, ag, ..., ay.
Udowodnié, ze istnieja takie liczby naturalne m, k € {1,2,...,n}, ze
m n
a3 | <lal.
i=1 i=m+1

M 1839. Niech w(n) oznacza liczbe réznych dzielnikéw pierwszych n. Dane
sg liczby catkowite dodatnie a, b, c. Udowodnié, Ze istnieje liczba calkowita
dodatnia n taka, ze w(an + ¢) = w(bn + ¢).

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1133. Jakie czynniki decyduja o wartosci predkoéci u, z jaka gazy sa
wyrzucane z dyszy pracujacego silnika rakietowego? Oszacuj wartosc¢ tej
predkosci.

F 1134. Jaka czes¢ poczatkowej masy rakiety, mg, musi stanowié paliwo,
zeby startujac w przestrzeni kosmicznej z dala od zrédet pola grawitacyjnego
(gwiazd i planet), rakieta osiagneta predkos$é réwng I predkosci kosmicznej,
tj. v1 ~ 8 km/s, jezeli predko$é wyrzucanych gazéw v = 4 km/s?
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