jako liczby nawet ludzie zaczeli stosowaé péZzno (w Europie
dopiero w XIII w.), a dzieci uswiadamiaja sobie, czym
zero jest, dopiero w wieku okoto 4-5 lat.

Pierwotnym pojeciem, za ktérym stoi liczba zero,

jest brak czegos, co jest dla wielu zwierzat dostepne.
Zwierzeta potrafia jednak wiecej. I tak wladnie
naukowcy dowodza, ze trenowane w dodawaniu

i odejmowaniu pszczoly wiedza, ze zero (brak) jest
mniejsze niz 1. U krukéw i malp badania aktywnosci
mozgu wykonywane przy zadaniach zwigzanych

z liczeniem wykazywaly, ze konkretne liczby aktywuja
konkretne neurony w jednym rejonie mézgu. Takze
liczba zero. Na razie jednak pojmowania zera nie udato
si¢ udowodni¢ u ryb.

Sprawiedliwe podziaty graféow

U Brzechwy wszystko konczy sie dobrze, jak to w bajce.
Cho¢ sum, nie mogac sprostaé¢ zadaniu, schudtl ze stresu,
zmienit si¢ w mata rybke, ,,opuscil wody stodkie i za
zone pojal szprotke”. Sum z Zalewu Rybnickiego by¢
moze posiadl sztuke dodawania zera, skoro urést prawie
do 3 metrow.

Marta FIKUS-KRYNSKA

“Cichlids and stingrays can add and subtract ‘one’ in the number
space from one to five”, Schluessel i wsp., Scientific reports 12
(2022)

“Numerical ordering of zero in honey bees”, Howard i wsp., Science
360 (2018)

“Behavioral and Neuronal Representation of Numerosity Zero in
the Crow”, Kirschhock i wsp., J. Neurosci 41 (2021)
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Kazdy, kto ma rodzenstwo, w dziecinstwie doskonale
musial opanowaé sztuke dzielenia sie. Jak sprawiedliwie
podzieli¢ miedzy siebie kawalek ciasta? Dla
uproszczenia sytuacji, zalézmy najpierw, ze w podziale
uczestnicza dwie osoby: Alicja i Basia. Naturalnym
rozwigzaniem, czesto stosowanym w praktyce, jest
metoda ,,ja kroje, ty wybierasz”. Alicja kroi ciasto na
dwa kawalki, zag Basia wybiera swéj kawalek jako
pierwsza. Oczywiscie w interesie Alicji jest, aby kawalki
byly mozliwie réwne, czyli by wartos¢ mniejszego byta
jak najwicksza. Wtedy jesli Alicja dostanie kawalek,
ktéry jej nie zadowala, moze mieé¢ pretensje tylko do
siebie.

Co ciekawe, podejscie ,,ja kroje, ty wybierasz” jest
znane od bardzo dawna. Juz w Biblii, a dokladniej

w Ksiedze Rodzaju, mozemy znalezé¢ fragment o tym,
jak Abram i Lot podzielili miedzy siebie Ziemig
Obiecana, aby unikna¢ konfliktéw:

»,Kraj nie mogt utrzymac ich obu, bo zbyt liczne mieli
trzody; musieli wigc si¢ roztaczyé. A gdy wynikta
sprzeczka, (...) rzekl Abram do Lota: Niechaj nie
bedzie sporu miedzy nami, (... ) bo przeciez jestesmy
krewni. Wszak caly ten kraj stoi przed tobg otworem.
Odlgcz sie ode mnie! Jezeli pdjdziesz w lewo, ja
pojde w prawo, a jezeli ty pdjdziesz w prawo, ja —

w lewo. (...) Lot wybral sobie zatem cala te doline
Jordanu i wyruszyt ku wschodowi, i tak rozlaczyli
sie obaj. Abram pozostatl w ziemi Kanaan, Lot zas
zamieszkal w owej okolicy”. [Rdz 13, 6-12] (cytat

z Biblii Tysigclecia).

Co jednak zrobié, jedli w podziale uczestniczy wiecej
0s0b? Pytanie to w pierwszej polowie XX wieku zadal
Hugo Steinhaus swoim studentom, Stefanowi Banachowi
i Bronistawowi Knasterowi. Dalo to poczatek tak
zwanej teorii sprawiedliwych podzialow, ktora jest

dzi$ bogata dziedzina, lezaca na styku matematyki,
informatyki i ekonomii.
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Dobra podzielne i niepodzielne

Problem dzielenia ciasta jest stosunkowo tatwy, gdyz
ciasto ma nastepujaca przyjemna ceche (poza innymi
oczywistymi zaletami): mozna je podzieli¢/przekroi¢

w dowolnym miejscu. My zajmiemy si¢ problemem
trudniejszym, gdy musimy rozdzieli¢ dobra niepodzielne.
Wyobrazmy sobie, ze druzyna poszukiwaczy przygod,
po pokonaniu smoka, odkryta jego skarb, ktéry sktada
si¢ z wielu cennych przedmiotéw. Kazdy przedmiot sam
w sobie jest niepodzielny, czyli jedna osoba powinna

go wziaé w catosci. Dodatkowo kazdy z uczestnikow
wyprawy inaczej ceni poszczegolne przedmioty:
magiczny tuk ma niewielka wartosé¢ dla krasnoluda, ale
elfi tropiciel bedzie nim zdecydowanie zainteresowany.
Inne przykladowe scenariusze, gdzie mamy do czynienia
z podzialem zbioru niepodzielnych dobr, to podzial
majatku po rozwodzie lub podziat spadku.

Ciekawy przyklad scistego podejscia do sprawiedliwego podziatu
spadku zostat zilustrowany w ksiazce Cryptonomicon Neala
Stephensona, ktérg Czytelnikom polecamy.

Formalnie dany mamy pewien zbior przedmiotéw V'
oraz n 0s6b, zwanych zwyczajowo agentami. Ponadto
dla kazdego agenta dana jest jego funkcja uzytecznosci,
ktora kazdemu przedmiotowi przypisuje pewna
nieujemna warto$¢. Funkcje uzytecznosci i-tego agenta
bedziemy oznaczaé przez u;.

Niech P, (V) bedzie rodzing wszystkich podzialéw
zbioru V' pomiedzy n agentéw; nie zakladamy tutaj,

ze zbiory w tym podziale musza by¢ niepuste. Kazdy
taki podzial jest zatem ciagiem (P ..., P,), gdzie P; jest
podzbiorem V', ktéry dostanie agent numer i. W tym
artykule bedziemy zakladaé, ze kazda funkcja u; jest
addytywna, czyli wartoscia zbioru S C V| ozn. u;(S),
jest suma wartosci jego elementéw, czyli ) g u;. Przy
tym zalozeniu wartosS¢ uzyskana przez i-tego agenta

w podziale (P1, ..., P,) € Pp(V) wynosi ), cp ui(v).
Zwrbéémy uwage, ze zalozenie o addytywnosci nie
zawsze jest spelnione w rzeczywistych sytuacjach.



Naszym celem jest znalezienie takiego podziatu, aby
kazdy agent byl zadowolony z wartosci uzyskanych

przedmiotéw. Inaczej moéowiac, znalezienie podziatu,

ktory jest sprawiedliwy.

Co to jest ,sprawiedliwy podzial”?

Najbardziej naturalnym kryterium sprawiedliwo$ci
jest proporcjonalnosé: i-ty agent chciatby uzyskac
przedmioty o lacznej wartosci co najmniej u; (V') /n.
Nietrudno jednak przekonaé sie, ze proporcjonalne
podzialy nie zawsze istnieja. Na przyktad: jedli jeden
przedmiot istotnie przewyzsza wartoscia pozostale,
moze go dostaé tylko jeden agent, a pozostali odejda
w poczuciu krzywdy. Badano wiec wiele innych, mniej
restrykcyjnych, definicji sprawiedliwego podziatu,

w nadziei na znalezienie takiej, ktora z jednej strony
odzwierciedli intuicyjne poczucie sprawiedliwoéci,
za$ z drugiej strony, zagwarantuje istnienie
rozwiazania.

W niniejszym artykule zajmiemy si¢ stosunkowo nowym
kryterium sprawiedliwo$ci zaproponowanym przez
Budisha [3] w 2011 roku, ktére bardziej pasuje do
podziatéw zbioru niepodzielnych débr. Nazwijmy je
kryterium maksyminimalnego udziatu. Dalej bedziemy je
nazywaé¢ w skrécie kryterium mms.

Skrot mms pochodzi od anglojezycznej nazwy tego kryterium:
mazimin share.

Najpierw kazdy agent przeprowadza nastepujacy
eksperyment myélowy: co by bylo, gdyby$my mieli

podzieli¢ si¢ zgodnie z metoda ,,ja kroje, ty wybierasz?”.

Zatem kazdy agent rozwaza wszystkie podzialy V na
n czesci i wybiera taki, gdzie wartos¢ najgorszej czesci
(wedlug jego funkcji uzytecznosci) jest jak najwigksza.
Wartoéé ta bedzie oznaczana przez mms;, gdzie ¢ jest
numerem agenta. Formalnie mamy wigc

mms; = max min _ u, (P}).

(P1,....P)EPA (V) 5E{1,... .0}
Podzial, ktéry realizuje maksimum w wyrazeniu
powyzej, nazywamy mms-podziatem dla agenta 1.
Podzial, gdzie dla kazdego i agent i-ty uzyskuje
przedmioty o tacznej wartoéci co najmniej mms;,
bedziemy uznawac za sprawiedliwy. Formalnie podzial
(P, ..., P,) jest mms-sprawiedliwy, jesli dla kazdego i
zachodzi nier6wnosé u;(FP;) > mms;.

Intuicyjnie kazdy agent realistycznie (czy tez
pesymistycznie) ocenia to, na co moze liczy¢, zatem
mozna spodziewad sig, ze tak niewygérowane
oczekiwania uda sie zaspokoié.

Zwréémy uwage, ze kazdy agent, obliczajac swoja wartosé mms;,
przyjmuje pesymistyczny scenariusz, ze kazdy inny agent ceni
wszystkie przedmioty tak jak on sam. Moze si¢ wigc okazad, ze
istnieja podzialy, w ktérych kazdy agent dostaje zbiér o wartosci
znacznie przewyzszajacej jego oczekiwania. Ekstremalnym przyktadem
jest sytuacja z dwoma agentami i dwoma przedmiotami a i b, gdzie
agent 1 przypisuje wartosé¢ 1 przedmiotowi a i 0 przedmiotowi b,
natomiast agent 2 odwrotnie — wartos$¢ 1 przedmiotowi b i 0
przedmiotowi a. W takim przypadku warto$é¢ parametru mms;
wynosi 0 dla obu agentéw, a kazdy z nich moze otrzymaé przedmiot
o wartosci 1.
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Zauwazmy tez, ze jesli (Py,..., P,) jest mms-podziatlem

dla i-tego agenta, to

u; (V) = Z%‘(Pj) > Z mms; = n - mms;,
j=1 j=1

czyli w szczegblnosci mms; < u; (V) /n.
Istnienie mms-sprawiedliwych podziatéw

Czy tak zdefiniowane sprawiedliwe podzialy zawsze
istnieja? Odpowiedz na to pytanie nie jest oczywista,

o czym $wiadczy fakt, ze znalezienie tej odpowiedzi
zajeto az 3 lata od momentu zaproponowania kryterium
mms. Zanim te odpowiedZ zaprezentujemy, pokazmy
dwie proste obserwacje.

Po pierwsze, jesli w podziale wystepuje n = 2 agentéw,
mms-sprawiedliwy podzial zawsze istnieje. Istotnie,
rozwazmy nastepujacy protokol postepowania. Pierwszy
agent prezentuje swoj mms-podzial (P, Py). Drugi
agent wybiera zbiér P; (j € {1,2}) o wigkszej wartosci
wedlug funkcji ug (lub dowolny zbidr, jesli wartoéci obu
zbioréw sa réwne). Zauwazmy, ze warto$¢ ta wyniesie
co najmniej uz(V)/2 > mms,y, zatem drugi agent bedzie
zadowolony z uzyskanych przedmiotéw. Pierwszy agent
bierze zbior, ktéry pozostal — zauwazmy, ze on takze
bedzie zadowolony, gdyz warto$é¢ jego zbioru wynosi

co najmniej mineq 23 u1(Pj) = mms;.

Powyzsza obserwacje mozna nieco uogoélni¢ na sytuacje,
kiedy agentéw jest dowolnie wielu, ale wszyscy,

z wyjatkiem by¢ moze jednego (powiedzmy pierwszego),
maja te sama funkcje uzytecznosci i, co za tym idzie,
ten sam mms-podzial (Py, ..., P,). Agent pierwszy
wybiera ten zbiér P;, ktéry maksymalizuje wartosé
u1(P;), za$ kazdy z pozostatych agentéw bierze jeden

z pozostalych n — 1 zbioréw (kazdy agent inny zbidr).
Analogicznie do poprzedniego przypadku nietrudno
zweryfikowaé, ze przy takim podziale kazdy z agentow
odejdzie zadowolony.

Problem rozstrzygniecia, czy mms-sprawiedliwe
podzialy dla wiecej niz dwdch agentéow zawsze istnieja,
okazal sie znacznie trudniejszy. Ostatecznie sprawdzilta
si¢ tu maksyma wypowiedziana przez Noge Alona

(w kontekscie innej hipotezy, ktéra wydawala sie
oczywista, a okazala sig¢ nieprawdziwa: hipotezy
Hedetniemiego): czasami powodem, zZe co$ jest bardzo
trudne do pokazania, jest to, Ze jest to nieprawda.
Pierwszy przyklad zbioru débr i funkcji uzytecznosci,
dla ktérych nie istnieje mms-sprawiedliwy podzial,
zostal skontrowany przez Kurokawe, Procaccia

i Wanga [5]. Ponizej zaprezentujemy uproszczona
konstrukcje podana przez Feigego, Sapira i Taubera [4].

Rozwazmy zbiér przedmiotéw V = {1,...,9} i trzech

agentéw z nastepujacymi funkcjami uzytecznosci.
agent\ przedmiot ‘ 1 2 3 4 5 6 789
1 26 23 19 16 12 10 9 4 1
2 26 22 20 16 13 9 9 4 1
3 25 23 20 15 13 10 9 4 1



Zauwazmy, ze u1 (V) = ua(V) = uz(V) = 120. Rozwazmy
nastepujace trzy podzialy zbioru V na trzy podzbiory:
P =({1,6,8},{2,4,9},{3,5,7}),
P2 =({1,5,9},{2,6,7},{3,4,8}),
Ps =({1,4},{2,5,8},{3,6,7,9}).
Pomocna przy ich analizie moze by¢ tabelka,
gdzie w wierszu odpowiadajacym podziatowi P;
przedstawione sa wagi przedmiotow dla i-tego agenta.

|1 2 3 4 5 6 7 8 9
P, 126 23 19 16 12 10 9 4 1
Py |26 22 20 16 13 9 9 4 1
P; |25 23 20 15 13 10 9 4 1

Zauwazmy, ze dla kazdego ¢ kazdy zbiér w podziale P;
ma dla ¢-tego agenta wartosé¢ 40. Poniewaz jest to
dokladnie jedna trzecia wartosci calego zbioru V,
podzial P; jest mms-podzialem dla ¢-tego agenta,

czyli mms; = 40. Jednakze nietrudna, cho¢ dosé
zmudna, analiza przypadkdéw pozwala przekonaé sie,

ze w kazdym podziale (Py, P, P3) € P3(V) istnieje 4, dla
ktérego u;(P;) < 39. Pokazuje to, ze nie da si¢ podzieli¢
zbioru V' w taki sposéb, aby kazdy z trzech agentéw byt
zadowolony.

Powyzsza konstrukcja pokazuje, ze nie w kazdej sytuacji
mms-sprawiedliwy podzial istnieje. Rozwazmy jednak
podzial P = (Py, P2, P3), w ktérym

P, ={1,59}, P,={2,6,7}, P;=1{3,4,8}.
Pomocna moze okazaé sie ponizsza tabelka (w i-tym
wierszu pokazane sa odpowiednie wartosci funkeji u;).

|1 2 3 4 5 6 7 89
Py | 26 12 1
P, 22 9 9
Py 20 15 4

W tym podziale mamy u;(Py) = usz(P3) = 39

i ug(Py) = 40. Zatem pierwszy i trzeci agent, choé nie sa
w pelni zadowoleni, uzyskali prawie tyle, na ile liczyli.
Czy mozna co$ ciekawego powiedzie¢ o istnieniu takich
prawie mms-sprawiedliwych podzialéw? Wrocimy do tej
my$li p6ézZniej, a tymezasem zmienimy nieco temat.

Podzialy grafow

W dotychczas analizowanym przez nas problemie nie
wystepowaly zadne zwiazki miedzy przedmiotami ze
zbioru V', i dowolny zbiér przedmiotéw byt akceptowany
przez agentow, o ile tylko mial dla nich odpowiednio
duza wartosé. W praktycznych sytuacjach zwiazki
pomiedzy dobrami czesto maja znaczenie. Przyktadem
moze by¢ nastepujacy problem pojawiajacy sie

w rolnictwie. Przez wiele pokolen rolnicy dzielili swoje
pola na coraz mniejsze kawaltki miedzy swoje, czesto
bardzo liczne, potomstwo. W wyniku tego procesu,

po latach, pola zostaly podzielone na bardzo duzo
bardzo malych kawalkéw, a poszczegdlni wlasciciele
posiadaja gospodarstwa zlozone z wielu matych, czesto
odlegtych od siebie poletek. Taka sytuacja nie sprzyja
oczywiscie racjonalnej gospodarce rolnej. W zwiazku
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z tym dokonuje sie ponownego podzialu ziemi pomiedzy
dotychczasowych wtascicieli, czyli tzw. komasacji.

Dla rolnikéw istotna jest nie tylko wartosé pol, ktore

w wyniku tego podzialu otrzymuja, ale réwniez to, aby
kazdy z nich mial pole w jednym kawaltku.

Zatézmy wiec, ze zbidr dzielonych przedmiotéw V/

jest zbiorem wierzchotkéw pewnego spdjnego grafu G.
Kazdy z agentow ma funkcje uzytecznosci przypisujaca
warto$ci poszczegdlnym przedmiotom (dokladnie tak
jak wczesniej). Teraz jednak kazdy agent chcialby, aby
otrzymane przez niego przedmioty tworzyly spojny
podgraf grafu G. Warto$¢ mms; jest tez zdefiniowana
wzgledem podziatéw V' na n spdjnych czesci.

Zdefiniujmy ten problem formalnie. Mamy dany graf G
o zbiorze wierzchotkéw V oraz dla kazdego i € {1,...,n}
addytywna funkcje uzytecznodci u; : V- — R>q. Przez
Pn(G) oznaczmy rodzine wszystkich uporzadkowanych
podzialéw V', w ktérych kazdy zbiér podziatu indukuje
spojny podgraf G. Dla kazdego i definiujemy:

max min
(Py,...,Pp)EPL(G) je{1,...,n}

Znowu: mms; oznacza minimalng taczna wartosé
przedmiotéw, po otrzymaniu ktoérych agent numer 4
bedzie zadowolony. Podzial (Pi,...,P,) € Pn(G)
nazywamy mms-sprawiedliwym podziatem grafu G,

jedli kazdy agent jest zadowolony, czyli dla kazdego 4
zachodzi u;(P;) = mms;. Problem rozwazany

w poprzedniej sekcji jest wiec szczegdlnym przypadkiem
aktualnego, gdy G jest grafem pelnym. Nietrudno tez
zweryfikowaé, ze w aktualnie rozwazanym wariancie
nadal dziatla argumentacja dowodzaca istnienia
mms-sprawiedliwego podzialu w sytuacji, gdy wszyscy
agenci, z wyjatkiem by¢ moze jednego, maja identyczna
funkcje uzytecznosci. Prowadzi nas to do pytania: Dla
jakich graféw G mozemy zagwarantowadé istnienie
mms-sprawiedliwego podziatlu, niezaleznie od liczby
agentéw i ich funkcji uzytecznosei?

mms; =

Drzewa. Okazuje sie, ze przykladem rodziny graféw
o takiej wtasnosci sg drzewa, co zostalo udowodnione
przez Bouvereta i in. [2]. Naszkicujemy ten dowdd, ale
najpierw wprowadzmy oznaczenia. Niech T bedzie
drzewem o zbiorze wierzchotkéw V' i rozwazmy

n agentéw z funkcjami uzytecznosci u; : V- — Ry,

dla i € {1,...,n}. Wybierzmy dowolny wierzchotek

r € V, bedziemy traktowac¢ go jako korzen. Definiuje
to dla kazdej pary sasiadujacych wierzchotkéw

relacje rodzic—dziecko. Dla w € V przez V,, oznaczaé
bedziemy podzbior V skladajacy sie z wierzchotka w

i wszystkich jego potomkéw w drzewie T. Zauwazmy,
ze zbiér V,, indukuje poddrzewo T ukorzenione w w,
czyli w szczegdlnosci spojny podgraf T. Co wiecej, graf
uzyskany z T' przez usuniecie wierzchotkéw z V,, jest
spéjny (dokladniej, jest drzewem).

Dowdd istnienia mms-sprawiedliwego podziatu jest
indukcyjny po n. Jesli n = 1, czyli jest tylko jeden
agent, sytuacja jest jasna: zgarnia on caly zbior V.



Niech wiec n > 2 i przypu$émy, ze kazde drzewo ma
mms-sprawiedliwy podzial dla n — 1 agentow.

Zainicjujmy w = r. Nastepnie dla ¢ = 1,2, ... agent i-ty
sprawdza, czy u;(V,,) = mms;. Jedli nie, nic sie nie dzieje
i przechodzimy do kolejnego agenta. W przeciwnym
przypadku agent i-ty wskazuje wierzcholek w’ € V,,

o nastepujacych wlasnosciach:

1. u;(Vy) = mms; oraz

2. sposréd wszystkich wierzchotkéw spelniajacych
pierwsza wlasno$é w’ lezy w drzewie T najnizej,
czyli w najwiekszej odlegtosci od korzenia (remisy
rozstrzygamy dowolnie).

Wierzcholek w’ zastepuje wierzchotek w i przechodzimy
do kolejnego agenta.

Zauwazmy, ze w ciagu tej procedury na pewno ktorys
agent co$ wskaze, bo w szczegélnosci kazdy bylby
(bardzo) zadowolony, gdyby dostal zbiér V, = V|
rozpatrywany w pierwszym kroku. Teraz rozwazmy
wierzchotek zapisany jako w po ostatniej iteracji i niech
i bedzie numerem agenta, ktéry go wskazal.

Agent i dostaje zbior V,,, a dla pozostalych

n — 1 agentéw i drzewa indukowanego przez V \ V,,
otrzymujemy podzial z zalozenia indukcyjnego.
Dlaczego ten podzial zbioru V' jest mms-sprawiedliwy?
Agent i na pewno bedzie zadowolony, bo sam tak
zadeklarowal, wskazujac wierzchotek w. Z drugiej
strony dla kazdego j # i zbiér V, jest zawarty w jednym
z blokéw mms-podzialu agenta j (dlaczego?). Oznacza
to, ze agent j w swoim mms-podziale liczy sie z utrata
zbioru V,, (a nawet jego nadzbioru). Nietrudno pokazaé,
ze wynika z tego, ze dla kazdego agenta j # i najgorszy
zbiér w jego mms-podziale drzewa indukowanego

przez V \ V,, miedzy n — 1 agentéw ma wartos$é co
najmniej mms; (gdzie warto$¢ ta policzona jest dla
calego zbioru V i n agentéw). Zatem zbidr, przyznany
mu w wywolaniu indukcyjnym, spelni jego oczekiwania.

Cykle. Zacheceni sukcesem w przypadku drzew
spOjrzmy na inne grafy o prostej strukturze.
Naturalnym pierwszym kandydatem sa cykle. Okazuje
sie jednak, ze w tym wypadku mms-sprawiedliwe
podzialy moga nie istnie¢. Zaprezentujmy konstrukcje
Bouvereta i in. [2]. Tym razem mamy osiem
przedmiotéw ulozonych w cykl zgodnie z naturalnym
porzadkiem. Agentéw jest czworo, przy czym funkcje
uzytecznosci agentéw 1 i 2 sa réwne, podobnie
agentow 3 i 4. Zauwazmy, ze funkcje te sg ,,cyklicznie
przesuniete” wzgledem siebie.

agent\przedmiot |1 2 3 4 5 6 7 8
1i2 1 4 4 1 3 2 2 3
3i4 4 4 1 3 2 2 3 1

Rozwazmy dwa podziaty zbioru przedmiotow na cztery
spojne bloki, przedstawione ponizej:

podzial ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8
P1 1 4 4 1 3 2 2 3
Po 4 4 1 3 2 2 3 1
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Zauwazmy, ze w podziale P; kazdy agent dostaje jedna
czwarta tacznej wartosci wszystkich przedmiotéw
wedhug funkcji uzytecznosci u; = uo, a w podziale Py
kazdy agent dostaje jedna czwarta lacznej wartosci
wszystkich przedmiotéw wedlug funkcji uzytecznosci
us = uy4. Zatem podzial P; jest mms-podziatem dla
agentow 1 i 2, a podzial Py jest mms-podzialem dla
agentow 3 i 4. Dla kazdego @ warto$¢ mms; wynosi
wiec 5.

Przypusémy, ze w rozwazanym przypadku istnieje
mms-sprawiedliwy podzial P. W podziale tym

kazdy agent powinien dostaé¢ przedmioty, ktérym
przypisuje warto$é¢ co najmniej 5. Skoro wartosé
kazdego przedmiotu nie przekracza 4, w podziale P
kazdy agent dostaje co najmniej dwa (czyli doktadnie
dwa) przedmioty. Zatem P jest albo podziatem P, albo
podzialem Ps. Jest to sprzecznosé¢, gdyz podzial P; nie
jest zadowalajacy dla jednego sposrdd agentéw 3 i 4,

a podzial P nie jest zadowalajacy dla jednego sposrod
agentéw 11 2.

Zwréémy uwage, ze konstrukcja dla cyklu nie oznacza, ze jesli

graf G zawiera cykl o odmiu wierzcholkach, to nie istnieje dla

niego mms-sprawiedliwy podzial. Co prawda, ustawiajac wartosci
funkcji uzytecznosci dla wierzchotkéw spoza cyklu na 0, mozemy
zasygnalizowacé, ze nie majg one wartosci dla zadnego z agentéw, ale
te dodatkowe wierzchotki (i krawedzie) tworzg nowe polaczenia, przez
co rodzina rozwazanych podzialéw wierzchotkéw cyklu moze byé
wigksza.

Co dalej?

Wspomnieliémy wczesniej, ze w zaprezentowanym
przykladzie, gdzie nie istnieje mms-sprawiedliwy
podzial (dla grafu pelnego), kazdy agent ¢ otrzymuje
przedmioty o sumarycznej wartoéci prawie réwnej
swojej wartoéci mms;. Prowadzi to do nast¢pujacego
wariantu problemu. Niech G bedzie rodzing graféw.
Wyznacz najwieksza stala ag € [0,1] (zalezna

tylko od G), dla ktérej prawdziwe jest nastepujace
stwierdzenie: Jesli przedmioty sa wierzchotkami grafu
z rodziny G, to niezaleznie od liczby agentéow i ich
funkcji uzytecznosci istnieje podzial gwarantujacy
kazdemu agentowi ¢ przedmioty, ktorym przypisuje on
taczna warto$é co najmniej ag - mms;. Zaprezentowana
wczesniej konstrukcja pokazuje, ze jesli G jest rodzing
grafow pelnych, to ag < %. Okazuje sie, ze w tym
samym przypadku mamy ag > % + ﬁ, co pokazali
Akrami i Garg [I]. Tylko dla niewielu sposréd innych
klas graféw znane sa podobne oszacowania.
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