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Rozwigzania na str.

Powyzsze rownanie mozemy przeksztalcié w nastepujacy sposéb:
(1-¢)In(l —¢) —¢qlng=0,
In((1 —¢)'™7) — In(¢?) = 0,

o(1505)

(1—g)t
T =1,
(1-g)7=¢"

Poniewaz funkcje ¢? oraz (1 — ¢q)'~9 sa symetryczne wzgledem punktu %,

otrzymujemy q = %, czyli e = %, co oznacza, ze p(k)’ =0 dla k= 2 In2.

Co wiecej, Czytelnik tatwo uzasadni widoczny na rysunku fakt, ze dla 0 < g < %
mamy ¢? < (1 —¢)' 77, zas dla § < ¢ < 1 zachodzi ¢ > (1 — ¢)' 7. Oznacza to,
ze dla ¢ < § (czyli k > 1In2) mamy p(k)’ > 0 i podobnie dla k < In2 mamy
p(k)" < 0. Stad wnioskujemy, ze dla k = 7 In 2 funkcja p osiaga swoje minimum.

Poniewaz jesteSmy w stanie uzalezni¢ optymalng liczbg funkcji skrétu k od 7%,
nic nie stoi na przeszkodzie, aby obliczy¢, jakiego rozmiaru tablicy potrzebujemy
do przechowania n elementéow z zadanym prawdopodobienstwem odpowiedzi
falszywie pozytywnej p:

p= (1 _e—ngan)%ln2 :2—%1112
o

m = —— 10, .
nz 83 ?

Dla naszego przyktadu, w ktérym Facebook sprawdza loginy n = 3 x 109
uzytkownikéw, jesli chcemy uzyskaé¢ p = 0,001, to potrzebujemy zaledwie
k = 10 funkcji oraz raptem m =~ 5GB danych.

Jak widaé¢ na powyzszym przykladzie, filtr Blooma pozwala znaczaco zmniejszy¢
zuzycie danych oraz utrzymac staly czas odpowiedzi, o ile jesteSmy w stanie
zaakceptowaé pewien margines btedu.

i Zadania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1837. W kwadracie K dany jest wielokat wypukly P o tej wlasnosci, ze
niezaleznie od tego, jak dwie kopie P umieécimy w K, zawsze maja one wspdlny
punkt. Udowodnié, ze dowolne trzy kopie P umieszczone w K majg réwniez
wspOlny punkt.

M 1838. Dana jest liczba catkowita n > 0 oraz liczby rzeczywiste a1, ag, ..., ay.
Udowodnié, ze istnieja takie liczby naturalne m, k € {1,2,...,n}, ze
m n
a3 | <lal.
i=1 i=m+1

M 1839. Niech w(n) oznacza liczbe réznych dzielnikéw pierwszych n. Dane
sg liczby catkowite dodatnie a, b, c. Udowodnié, Ze istnieje liczba calkowita
dodatnia n taka, ze w(an + ¢) = w(bn + ¢).

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1133. Jakie czynniki decyduja o wartosci predkoéci u, z jaka gazy sa
wyrzucane z dyszy pracujacego silnika rakietowego? Oszacuj wartosc¢ tej
predkosci.

F 1134. Jaka czes¢ poczatkowej masy rakiety, mg, musi stanowié paliwo,
zeby startujac w przestrzeni kosmicznej z dala od zrédet pola grawitacyjnego
(gwiazd i planet), rakieta osiagneta predkos$é réwng I predkosci kosmicznej,
tj. v1 ~ 8 km/s, jezeli predko$é wyrzucanych gazéw v = 4 km/s?
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ﬁ Rozwigzanie zadania M 1837.

Niech R bedzie dowolna kopia P umieszczona

w kwadracie K. Rozwazmy figure R’ bedaca obrazem figury
wypuktej R przy symetrii wzgledem srodka O kwadratu.
Wéwezas R’ znajduje sie wewnatrz K oraz zgodnie

z zalozeniem R i R’ maja punkt wspélny A. Obraz A’
punktu A przy symetrii wzgledem O réwniez znajduje sie
w przecieciu wielokatéw R i R'. Poniewaz punkt O lezy
na odcinku laczacym dwa punkty nalezace do wielokata
wypuktego R, sam tez do niego nalezy. PokazaliSmy, ze
dowolna kopia wielokata P umieszczona w kwadracie IC
zawiera punkt O, skad w prosty sposéb wynika teza.

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1838.
Niech dlam =1,2,...,n—1

n

S ::zm:aif Z a;
i=1

i=m+1
i przyjmijmy S, = —So = > a;. Wtedy
i=1

Sm —_ 2am = Sm_l.

Rozpatrzmy ciag
Sny Sn—1, «-., S1, So.

Bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze S, > 0. Wowczas
So < 0, mozemy zatem znalezé takie i > 1,2e S; > 0> S;_1.
Przypuéémy, ze S; = |Si| > |as| 1 —Si—1 = |Si—1| > |as.
Poniewaz S; — 2a; = S;—1, to —S; + 2a; > \ai|, wiec 2a; >
Si + |as| > 2]a;i|, co jest niemozliwe.

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1839.
Zalbézmy przeciwnie, czyli
w(an +¢) < w(bn + c).

dla dowolnej liczby catkowitej n > 0. Dla ustalonej liczby
catkowitej k > 0, w powyzszej nieréwnosci, podstawiajac za n
liczby

akil, akin, akfgbz,
dostajemy ciag nieréwnosci

wla"+¢) <w@b+e) <. <wb® +e).
Wynika stad, ze w(b® 4 ¢) > k + 1. Poniewaz iloczyn k + 1
liczb pierwszych jest wigkszy niz k!, wiec
El<b +e<t" + < (b+0o)F.

k—2 k—1
’ ab ) b )

Jednakze
lim Vk! =400 (sprawdz to!),

n—-+oo

wiec Vk! dla duzych k przekracza b + ¢ — sprzecznoéé.
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i Rozwigzanie zadania F 1133.
W komorze silnika rakietowego nastepuje bardzo gwaltowne
spalanie paliwa. Gazowe produkty tego spalania wyplywaja
z duzg predkoécia przez dysze silnika. Predkosé u,
z jaka wylatuja z dyszy, odpowiada w przyblizeniu
sredniej predkosci czasteczek gazu — produktu spalania —
o temperaturze T panujacej w komorze silnika. Na
podstawie twierdzenia o ekwipartycji energii znamy Srednig
energie kinetyczna czasteczek gazu:

%mu2 = ng.
W powyzszym wzorze m oznacza mase czasteczki, a k stala
Boltzmanna. Otrzymujemy oszacowanie:

W . [3KT _ [3RT
=\ =

W ostatniej rownosci R oznacza uniwersalng stala

gazowa, R = 8,3145 J/(mol-K), a p molowa mase
produktéw spalania. Wynika stad, ze produkty spalania
powinny by¢ jak ,najlzejsze” (o malej warotsci p),

a temperatura 7' w komorze spalania powinna by¢ jak
najwyzsza. Maksymalna warto$¢ temperatury ograniczana
jest przez wytrzymalosé scianek silnika — zwykle niewielkie
kilka tysiecy kelwinéw. W silniku RS-25 napedzajacym
promy kosmiczne (Space-Shuttle) paliwem jest mieszanina
cieklego tlenu (O2) i wodoru (Hz). Produktem spalania jest
woda (H20) o molowej masie p = 18 g. W komorze silnika
(poza atmosfera) osiagana jest temperatura okoto 3250 K.
Wedlug naszego oszacowania u =~ 2,1 km/s. W rzeczywistosci
osiagana predkosé gazéw to okoto 4,4 km/s. Réznica wynika
gltéwnie z przemian stanu gazu zachodzacych w odpowiednio
uksztaltowanej dyszy silnika (tzw. dyszy Lavala) podczas
wyplywu gazu zwiekszajacych uzyskiwang predkosé.

i Rozwigzanie zadania F 1134.
Zgodnie z tzw. wzorem Ciotkowskiego predkosé rakiety
o masie poczatkowej mo wzrasta o Av, zgodnie ze wzorem:

Av = uln<m0),
mpg

w ktérym u oznacza predkosé gazéw wyrzucanych przez
silnik, a ms mase konicowg rakiety. Oznacza to, ze po
osiagnieciu I predkoéci kosmicznej, Av = v1, masa rakiety my

bedzie wynosita:
mys =moexp| —— |.
U

Stosunek masy zuzytego paliwa mo — my do masy
poczatkowej mo wyniesie wiec:

momle_exp<_vl)
mo u

Liczbowo, dla danych z tresci zadania, stosunek masy
paliwa do poczatkowej masy rakiety (mo —my)/mo ~ 0,865.
Podczas startu z powierzchni Ziemi, ze wzgledu na
konieczno$é¢ pokonania przyciagania ziemskiego i oporu
powietrza, stosunek ten byltby jeszcze blizszy jednosci.



