Klub 44 M
1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2026

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
903 (WT = 1,45) i 904 (WT = 1,36)
z numeru 6/2025

Jerzy Cisto ‘Wroctaw 46,09
Szymon Kitowski 43,92
Barbara Mroczek 43,05
Andrzej Daniluk Warszawa 40,76
Mikotaj Znamierowski 40,68
Marian Lupiezowiec Gliwice 38,54
Krzysztof Kaminski Pabianice 38,09
Roksana Stowik 37,51
Michal Adamaszek Kopenhaga 37,30
Stanistaw Bednarek Lodz 37,24

Moment godny uwagi: pan Jerzy Cislo —
44 p. po raz osiemnasty!

Zadania z matematyki nr 913, 914
Redaguje Marcin E. KUCZMA

913. Niech m bedzie liczba naturalna nieparzysta. Wyznaczy¢ najwieksza
mozliwg liczno$é zbioru M, zawartego w przedziale [—m, m], zlozonego z liczb
caltkowitych, w ktérym kazda tréjka réznych liczb ma sume rézna od zera.

914. Znalezé wszystkie pary a, b liczb rzeczywistych réznych od zera, dla ktoérych
funkcja f: R — R dana wzorem f(z) = |sin(az)| + |cos(bx)| jest okresowa.

Zadanie 914 zaproponowal pan Witold Bednarek z fodzi.
Rozwigzania zadan z numeru 9/2025

Przypominamy tres¢ zadan:

905. Niech f(z) = 3 (:1:2 + 1)~ L Wyznaczy¢ wszystkie calkowite dodatnie wartodci sumy
f(a) + f(b) + f(c) dla dowolnych liczb catkowitych a, b, c.

906. W przestrzeni (tréjwymiarowej) dana jest parabola P. Niech R bedzie zbiorem wszystkich
punktéw, bedacych wierzchotkami stozkéw obrotowych, na ktérych lezy P [przez stozek obrotowy
rozumiemy tu powierzchni¢ powstala przez obrét prostej wokél przecinajacej ja (nie prostopadle)
innej prostej (osi obrotu)].

Udowodni¢, ze zbiér R takze jest parabolg oraz wyjasni¢, jak sa usytuowane jej wierzcholek i ognisko
wzgledem wierzchotka i ogniska paraboli P. [Wierzcholek paraboli to punkt jej przeciecia z osia
symetrii; ognisko to punkt (w jej plaszczyznie) okreslony przez wlasnos$é: kazdy punkt paraboli jest
jednakowo odlegly od ogniska i od pewnej prostej (zwanej kierownicq)].

905. Z uwagi na réwnosé f(z) = z — g(x), gdzie

g(z) = z(z® + 1), warunek zadania jest (dla liczb
caltkowitych a, b, ¢ > 1) réwnowazny temu, by suma

g(a) + g(b) + g(c) byla liczba catkowita. W przedziale
[1,00) funkcja g jest malejaca. Jej wartosci dla argumentéw
1,2,3,4,5,... wynosza, kolejno:

1 2 3 4 5
27 52 107 177 267 """

wiec jedyna mozliwg catkowity wartoscia wypisanej sumy
jest g(a) + g(b) + g(c¢) = 1. Przyjmijmy (b.s.0.), ze a < b < c;
wéwezas g(a) = g(b) > g(c) oraz g(a) > %, czylia =1 lub

a = 2. Dalej, musi by¢ g(b) > 2(1 — g(a)). Dlaa=1 oraz
dla a = 2 to daje, odpowiednio, g(b) > 1 oraz g(b) > - ;
w obu przypadkach to oznacza, ze b < 3.

Pozostaje sprawdzié, czy dla uzyskanych par (a,b)
(=(1,1), (1,2), (1,3), (2,2), (2,3)) réznica

1 — (g(a) + g(b)) jest mozliwg wartoscia g(c).

Jedynie dla a = 2, b = 3 tak jest; wtedy takze

c=31 g2 +gB)+9B) =2+ +2 =1, zas
f@)+fB)+f3)=2+3+3)—-1=7. To jedyna
mozliwa warto$¢ sumy f(a) + f(b) + f(c).

906. Ustalmy kartezjanski uktad wspéirzednych Oxyz,
w ktorym parabola P jest dana rownaniem y = m2,

z =0 (b.s.o, bo wszystkie parabole sg podobne). Ma

ona wierzcholek w = (0,0,0) i ognisko f = (0, ,0)
(kierownicag jest prosta = z =0, y = —1). Wezmy dowolny
stozek obrotowy C, na ktérym lezy P. Przyjmijmy, ze
wierzchotkiem stozka C' jest punkt po = (zo, Yo, 20).
Oznaczmy przez ¢ miare kata ostrego miedzy jego osia
obrotu i tworzaca i niech ¢ = cos ¢ (zatem 0 < ¢ < 1).

Niech u = (u, v, w) bedzie wersorem kierunkowym osi
obrotu, zorientowanym tak, by v > 0 (wersor to wektor

o dtugosci 1).

Dowolnie wybrany punkt przestrzeni p = (z,y, z) lezy na
stozku C' wtedy i tylko wtedy, gdy kat miedzy wektorami
P — Po oraz u ma miare ¢ lub ™ — ¢; czyli gdy jego kosinus
(dany znanym wzorem m ) jest réwny +c. Skoro
|[ul]| = 1, warunek ten po rozpisaniu na wspdlrzedne
przybiera postac

(1) u(z — o) +v(y — yo) + w(z — 20)
= +ey/(z —20)2 + (y — %0)2 + (2 — 20)2.
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Jest to wiec réwnanie powierzchni stozka C. Parabola P lezy
na niej, jesli po podstawieniu y = z*, z = 0 réwnanie (1)
jest spelnione dla kazdej liczby rzeczywistej x. Przez
podniesienie stronami do kwadratu wnosimy, ze zawieranie
P C C ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy

(2) (u(w — x0) +v(z® — yo) + w(—zo))2
= 62((x —20) + (#® —yo)* + zg) dla z € R.

To réwnos$é dwoch wielomianéw zmiennej x, czwartego
stopnia. Przyréwnujac wspétczynniki przy z* po lewej

i prawej stronie, a nastepnie wspélczynniki przy z3,
dostajemy réwnosci v? = ¢, 2uv = 0; czyli (pamietajac, ze
v>0,¢>0): v=c, u=0. Wstawiamy te wartosci do (2)
i po redukcji dostajemy réwnanie

(3) —2cwzo(z® — yo) + w2z = (x — x0)® + 2 .

Kolejne przyréwnanie wspétczynnikéw, tym razem przy

x? oraz z', pokazuje, ze —2cwzo = 2, —2czo = 0, skad

wzo = — 3¢, o = 0. Réwnanie (3) redukuje si¢ do postaci
2 .

—c?yo + (—%c) =25, czyli yo =1 —23.

Zwazywszy, ze stozek C (zawierajacy parabole P) byt

wybrany dowolnie, wiec jego wierzcholek byl dowolnym

punktem zbioru R, widzimy, ze zbiér R jest opisany

réwnaniami

2

1
y=4-%"

Jest zatem parabola, lezaca w plaszczyznie x = 0,
izometryczng z parabola P. Jej wierzchotkiem jest punkt
w = (0, i, 0), a ogniskiem punkt f= (0,0,0) (obraz ogniska
paraboli P w tej izometrii). Pierwszy z nich pokrywa sie

z ogniskiem paraboli P, drugi z jej wierzcholkiem: w = f,
f = w. To wlasnie usytuowanie, o ktére chodzito w zadaniu.

z=0,

[Autor zadania, Janusz Fiett, zwrécil uwage na artykut
Stozkowe (w|A73), w ktérym jest opisana wlasnosé
pozwalajaca uprosci¢ rozwigzanie: sfera wpisana w stozek,
styczna do plaszczyzny przecinajacej jego powierzchnie
wzdluz paraboli, ma punkt stycznoéci z ta ptaszczyzna
bedacy ogniskiem tej paraboli. Zachecamy Czytelnikéw
do zapoznania si¢ z tym artykulem i do dopracowania
rozwiazania ta metoda.]


https://www.deltami.edu.pl/media/articles/2013/12/delta-2013-12-stozkowe.pdf

Klub 44 F Zadania z fizyki nr 810, 811

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

810. Gladki, jednorodny sznurek o dlugosci I i masie m przerzucony jest przez
niewielki nieruchomy blok tak, ze w chwili poczatkowej pozostaje w réwnowadze,
a po lekkim przesunigciu zaczyna zeslizgiwac si¢ z bloku. Znalez¢ sile nacisku
Termin nadsylania rozwigzan: 31 111 2026 gznurka na blok w chwili, gdy jego dlugosé z jednej strony wynosi 1/3.

811. Natadowany kondensator ptaski znajduje sie¢ w jednorodnym polu
magnetycznym, ktérego linie sa prostopadle do plaszczyzn okladek. Odleglosé
miedzy okladkami wynosi d, indukcja pola magnetycznego B. Wewnatrz
kondensatora, kolo ujemnie natadowanej oktadki znajduje si¢ zrédto powolnych
elektronéow wysylanych w réznych kierunkach. Jakie musi by¢ napiecie miedzy
okladkami, aby elektrony ogniskowaly sie¢ z mozliwie najlepsza doktadnoscia
na dodatnio natadowanej oktadce? Oddzialywanie miedzy elektronami
zaniedbujemy.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2025

Przypominamy tres¢ zadan:
W treéci zadania 803 w wydrukowanej
wersji numeru wrzesniowego pojawil sie
oczywisty btad — tadunek kuli
nienaladowanej nie moégt zmaleé
dwukrotnie, bo wynosil zero.

802. Podrézny stal obok poczatku wagonu z numerem porzadkowym k. Pociag ruszyt z miejsca,

po czym okazalo si¢, ze wagon o numerze m mijal pasazera przez t sekund. Ile czasu przejezdzal
obok tego pasazera wagon o numerze n? Pocigg poruszal si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym,
dlugosci wagonow sa jednakowe, odleglosci miedzy wagonami zaniedbywalne. Podrézny nie poruszal
si¢ wzgledem peronu.

Q1=Q—q2 q2

L 803. Dwie metalowe kule o promieniach R znajduja si¢ w bardzo duzej odlegtosci od siebie
i potaczone sg cienkim przewodnikiem, w ktérego rozcigcie wlaczona jest cewka o wspdélczynniku
I samoindukcji L. W chwili poczatkowej jedna z tych kul naladowana jest ladunkiem @, druga

nienatadowana. Po jakim czasie ladunek kuli naladowanej zmaleje dwukrotnie?

802. Oznaczmy przez At; czas, w ktorym i-ty wagon 803. Oznaczmy przez g2 tadunek, ktéry przeszedt do chwili ¢
przejezdza obok podréznego (i > k). Wtedy na kule nienaladowana (rys.), tadunek na pierwszej kuli

a2 9l wynosi w tym momencie g1 = @ — g2, a napiecie na cewce
(1) l=—% = Atp=4/=, Q—gq Q-2

2 a o 2 g2 q2
U=01=02= 10 R  dmeoR  4neoR
gdzie a jest przyspieszeniem pociagu, | dtugosciag wagonu. T€o €O €O
Zgodnie z treicia zadania Natezenie pradu w cewce [ = dditl = —%52 zmienia sie¢ zgodnie
(2) Aty =t. Z Wzorem
2
Oznaczmy przez t; czas, w ktérym przejechaly obok U= _Lﬂ = Q —2¢2 _ Ld %2 )
podréznego wagony, zaczynajac od numeru k, a konczac dt dmeo R dt
na numerze ¢. Zachodzy zwigzki: Wprowadzajac nowa zmienng g = % — @2, otrzymujemy:
(3) Ati =t; —ti—1. d2q q
W czasie t; obok podréznego przejechalo i — k 4+ 1 wagonéw, dt2 " 2meoRL =0.
zatem J . . . .
) _ est to réwnanie oscylatora harmonicznego z warunkami
@  G41-ki=E o g ROHIZR) poczatkowymi o
a
0)==, I(0)=0

stad zgodnie z 9(0) 2’ 0)

ti=AtpVi+1—Fk, tio1=AtsVi—k. Czgstosdé drgan wynosi w = 4/ m, okres drgan
U ledniaj 2) i (3):
wzglednajac () 1 T = 27m\/21eoRL. Ladunek na pierwszej sferze g1 = § + ¢

Aty = Aty (\/m +1—-k—vVm-— k) rézni si¢ od q tylko stala, czyli drga z takim samym okresem.
t Zmaleje wiec dwukrotnie po czasie
= At = .
vm+1—k—vVm—k T =
. T=—=-V2meoRL.

Szukany czas wynosi: 4 2

Vntl—k—+vn—k Po tym czasie tadunki na obu sferach wyréwnaja si¢ do

Aty = t\/m 1l —Fk—vVm—F wartosci %, a napiecie miedzy sferami spadnie do zera.

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, 0s6b, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, czasie 1 w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.
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