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Od wiekéw ludzie marza o narzedziu, ktére byloby w stanie odpowiedzieé¢
na kazde pytanie. Nie bez powodu wymyslone zostaly wyrocznie, magiczne
kule. .. czy tez sztuczna inteligencja. Intuicja podpowiada jednak, ze nawet
jesli ktorekolwiek z powyzszych odpowie na nasze pytanie, to do odpowiedzi
powinnidmy podejsé z ograniczonym zaufaniem. Czy da si¢ zatem stworzy¢
narzedzie, ktore nigdy si¢ nie myli?

Ograniczmy sie do pytan matematycznych. Naszym celem jest wiec maszyna,
ktora po otrzymaniu matematycznego stwierdzenia odpowiada, czy jest ono
prawdziwe, czy tez nie. Jedli zalozymy, ze pytania beda dotyczy¢ ustalonej
struktury matematycznej, zas stwierdzenia, o ktérych prawdziwo$é pytamy, beda
wyrazone w pewnym formalnym jezyku, to czy mozemy mieé nadzieje na sukces?

Logika pierwszego rzedu

Stwierdzenia (zdania) bedziemy formulowaé w tzw. logice pierwszego rzedu.

W uproszczeniu oznacza to, ze mozemy uzywaé zmiennych (np. z,y,...),
kwantyfikatoréow V, 3, standardowych spéjnikéw logicznych A, V, -, = nawiasow
oraz symboli funkcyjnych i relacyjnych z pewnego ustalonego wczesniej

zbioru, zwanego sygnaturg. Na przyklad sygnatura moze byé¢ {=,+, -}, za$
zdaniem logiki pierwszego rzedu nad ta sygnatura V,3,(y +y = z) lub tez
VaoVyVe(r - y=2-2=2+y=2x+z2). Z drugiej strony, zdanie Vyer3y(z-z) -z =y
nie jest poprawne, i to z kilku powodoéw: w rozwazanej w tym przykladzie
sygnaturze nie ma symbolu relacyjnego € R czy tez €, a ponadto w logice
pierwszego rzedu przy kwantyfikatorach nie moze sta¢ nic wiecej oprécz samych
tylko zmiennych. Zajmijmy si¢ wiec zdaniami, ktére sa poprawne. Czy zatem
Vx3y(y + y = x) jest zdaniem prawdziwym? To zalezy od kontekstu! Przyktadowo
w zbiorze liczb naturalnych, gdzie 4+ oraz - interpretujemy standardowo jako
dodawanie i mnozenie, zdanie V,3,(y + y = x) nie jest prawdziwe. Jesli jednak
zapytamy o jego prawdziwos¢ w zbiorze liczb rzeczywistych (gdzie + oraz -
znéw interpretujemy standardowo), to poprawna odpowiedz brzmi: prawda.
Nasze pytania powinny wiec dotyczy¢ ustalonej struktury, czyli zbioru wraz

z interpretacjami symboli z sygnatury. Teorig struktury nazywamy zbior
wszystkich zdann prawdziwych w tej strukturze. Przyktadowo, przez (N;+, -, =)
oznaczamy strukture liczb naturalnych ze standardowo zdefiniowanymi
dzialaniami + oraz -, za$ przez Th(N;+, -, =) oznaczamy jej teorie. Méwimy,

ze teoria jest rozstrzygalna, jesli istnieje algorytm, ktéry majac dane na wejsciu
zdanie logiki pierwszego rzedu, jest w stanie poprawnie odpowiedzie¢, czy nalezy
ono do tej teorii.

(Nie)rozstrzygalno$é w liczbach naturalnych

Pochylmy sie nad teoria Th(N;+, -, =). Zauwazmy, Ze za pomoca mnozenia mozna
zdefiniowaé m.in. relacje podzielnosci. Scilej rzecz biorac, mozna wprowadzi¢
relacje a|b, ktéra jest tak naprawde skrétem zdania 3. (a- ¢ =0). Majac do
dyspozycji relacje podzielnosci, mozna tez napisaé¢ formule P(p) orzekajaca, iz

p jest liczba pierwsza: VY,V (a-b=p = (a =pVb=p) A—=(a =0b)). Podobnie
dzieki dodawaniu mozemy poréwnywaé liczby, bo a < b jest tak naprawde skrotem
zdania 3. (a + ¢ = b). To pozwala juz wyrazaé naprawde wiele twierdzen. Gdyby
kto$ skonstruowal maszyne potrafiaca rozstrzygac, czy dane zdanie nalezy do tej
teorii, bytby to prawdziwy przetom!

Jednak, jak mozna sie bylo spodziewaé, nie jest tak dobrze! Teoria Th(N;+, -, =)
rozstrzygalna nie jest, co wnioskujemy z jednego ze stynnych twierdzen Godla.
Czy w takim razie cala nadzieja przepadila? Moze po prostu chcieliSmy zbyt
wiele? Co by na przyklad bylo, gdyby powstrzymaé sie od uzywania mnozenia?
Badania nad teoria Th(N;+, =) prowadzil juz w 1929 roku Mojzesz Presburger
(od jego nazwiska jest ona nazywana arytmetyka Presburgera). Z jego pracy
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Wiecej o zastosowaniach tego twierdzenia
pisze Lorenzo Clemente w |A3,]

Podpowiedz: rozstrzygalnosé¢ Th(C, +, -, =)
udowadniamy, korzystajac
z rozstrzygalnosci Th(R; +, -, =).

mozna wywnioskowaé, ze teoria ta jest rozstrzygalna! Zal6zmy jednak, ze
jestedmy zachlanni i chcemy méc uzywaé jeszcze jakiejs relacji, zachowujac
przy tym rozstrzygalno$é. Wiemy juz, ze rozszerzenie arytmetyki Presburgera

o mnozenie to zbyt duzo. Jednak moze jesli ograniczymy sie do dorzucenia
relacji podzielnosci |, to zachowamy rozstrzygalno$é? Niestety nie. Widzieliémy
juz, ze majac dodawanie, mozemy zdefiniowac relacje porzadku <. Podobnie +
oraz | pozwalaja juz zdefiniowaé¢ mnozenie. Formalnie chcemy umieé zastapié
kazde wystapienie ¢ = a - b réwnowaznym zdaniem nieuzywajacym symbolu
mnozenia ,,-”. Zauwazmy, ze gdybysmy mogli podnosi¢ do kwadratu, to byltoby
latwo. Istotnie, zdanie ¢ = a - b jest réwnowazne zdaniu ¢ + ¢ + a® + b? = (a + b)?.
Ale jak zdefiniowaé na przyklad a2? Niech = bedzie najmniejsza liczba wieksza
od 1, spetiajaca (a —1)|(x — 1) A (a+ 1)|(z — 1). Wéwezas jedli 2|a, to x = a?, zas
jesli 21 a, to x + 2 = a® (polecamy zastanowi¢ si¢ nad precyzyjnym uzasadnieniem
tego rozumowania). To juz wystarcza do stworzenia definicji. Wniosek jest taki,
ze Th(N;+, |, =) nie jest rozstrzygalna, bo nad sygnatura {+, |, =} jestesmy

w stanie wyrazi¢ to samo co nad sygnaturg {+,-, =}.

Jak widac, nie jest latwo rozszerzy¢ arytmetyke Presburgera, zachowujac przy
tym rozstrzygalnosé. Istnieja jednak nietrywialne przykltady, jak to zrobié.
Jednym z nich jest arytmetyka Seménova, czyli arytmetyka Presburgera

z dodatkiem funkcji powy(n) = 2". Zachecam Czytelnika do pomyslenia nad
ciekawymi przykladami zdan w logice pierwszego rzedu nad sygnatura tej teorii.

Mnozenie nie takie straszne

Powr6émy do struktury (N;+, - =). Czy mnozenie samo w sobie jest
odpowiedzialne za nierozstrzygalno$é jej teorii? Weale nie! Okazuje sie, ze
teoria Th(N;-, =) jest rozstrzygalna, co zostalo ogloszone w pracy Thoralfa
Skolema, a pézniej w pelni udowodnione przez Andrzeja Mostowskiego. Na
czes¢ tego pierwszego teorie te nazywamy arytmetyka Skolema. Podobnie jak
wczedniej, zastanéwmy sie, co mozna dodaé¢ do arytmetyki Skolema, zachowujac
rozstrzygalno$é. Oczywiscie dodawanie odpada, ale moze na przyklad relacja
porzadku <? Po pierwsze, za pomocg < mozna zdefiniowa¢ funkcje nastepnik
succ(n) = n + 1 (Czytelniku, sprawdz sam!). Nastepnie mozna zdefiniowaé

dodawanie za pomoca tzw. tozsamosci Tarskiego:

% succ(ab)).

a+b=cVec=0 < succ(ac) - succ(bc) = succ(c
Wynika stad, ze Th(N, -, <) rozstrzygalna nie jest (bo w przeciwnym wypadku
Th({N; +, -, =) bylaby rozstrzygalna). Istnieja jednak relacje, ktére mozna dorzucié,
nie tracac rozstrzygalnosci. Przykladem jest relacja a ~ b, ktéra zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy liczby a,b maja dokladnie tyle samo dzielnikéw pierwszych, nie
wliczajac krotnosci (np. 20 ~ 6). Fakt ten zostal udowodniony w 1959 roku przez

Salomona Fefermana i Roberta Vaughta.
Nie tylko liczby naturalne

Jak dotad przygladaliSmy sie wylacznie strukturze liczb naturalnych. Rozwazmy
wiec teraz liczby rzeczywiste. W tym miejscu Czytelnik moze poczué sie
zaskoczony. Alfred Tarski udowodnil, iz struktura (R;+,-, =) ma rozstrzygalna
teorie! Ma to kilka ciekawych nastepstw. Przykladowo, twierdzenie to implikuje
istnienie algorytmu, ktéry rozstrzyga, czy dane réwnanie wielomianowe (np.

2% — 32 + 4 = 0) ma rozwiazanie rzeczywiste. Innym zastosowaniem moga byé
zadania z geometrii analitycznej, ktére to da sie zakodowaé jako zdania nad
sygnatura {+,,=}. Z twierdzeniem Tarskiego jest tez zwiazany intrygujacy
problem otwarty. Nie wiadomo, czy teoria struktury (R;+,-, exp, =) (gdzie exp(x)
oznacza funkcje e?) jest rozstrzygalna, czy tez nie. Mozna za to udowodnié, ze
teoria struktury (R;+, -, sin, =) jest nierozstrzygalna.

Na zakoniczenie dopowiedzmy jeszcze, ze teoria Th(Q;+, -, =) jest nierozstrzygalna
(co zostalo udowodnione przez Juli¢ Robinson), a teoria Th(C, +, -, =) jest
rozstrzygalna (co pozostawiamy jako éwiczenie). Czytelnikowi pragnacemu
dowiedzie¢ sie wiecej na opisany tu temat polecamy m.in. artykul A Survey

of Arithmetical Definability autorstwa Alexisa Besa.
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