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Twierdzenie Cevy

Dowdd («<). Zaktadamy, ze s = 1. Przypu$émy, ze mimo tego
odcinki AP, BQ, CR nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Niech
AP i BQ przecinaja sie w punkcie K. Niech prosta C'K przecina
odcinek AB w punkcie R’ # R. Z udowodnionej juz implikacji (=)

a1 b1 . |AR/| _
|R'B|

mamy réwnosé
az bz

Jednak to jest niemozliwe, poniewaz punkty R i R’ sg rézne.

Odcinki lub proste AP, BQ i CR nazywa si¢ krétko czewianams.
Twierdzenie Cevy mozna réwniez wyrazié¢ za pomocy katéw. Jest to
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Twierdzenie Cevy — podstawy
Barttomiej BZDEGA

Wsrédd olimpijczykéw oraz pasjonatéw geometrii szeroko znane jest

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Twierdzenie Cevy. W trdjkgcie ABC na bokach, odpowiednio, BC, CA, AB lezq
punkty P, Q, R. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok i niech

al b1 C1

= o
Wéwczas odcinki AP, BQ, CR majg punkt wspélny wtedy i tylko wtedy, gdy s = 1.

Teza twierdzenia jest prawdziwa réwniez, gdy jeden z punktéw P, @, R nalezy do boku
tréjkata, a pozostate dwa leza na przedtuzeniach odpowiednich bokéw. Tutaj ogranicze
sie jednak do przypadku wymienionego w twierdzeniu.

Dowdd (=). Zaltézmy najpierw, ze odcinki AP, BQ, CR maja punkt wspdlny K.

Oznaczmy pola [BKC], [CK A, [AK B] przez, odpowiednio, Pa, Pg, Pc. Jest jasne
[ABP] _ ay _ [KBP]
[ACP] — a2 ~ [KCP]"

. Mnozac te rownoéé z dwiema analogicznymi, otrzymamy

(wspdlne wysokosci), ze
a1 _ |[ABP|—[KBP] _ Pg
a> — [ACP|-[KCP] — Pp
teze.

Stosunki pdl sa réwne, wiec takze

Trygonometryczne twierdzenie Cevy.
W tréjkgcie ABC' lezq punkty P, Q, R na bokach,
odpowiednio, BC, CA, AB. Przyjmijmy oznaczenia

jak na rysunku i niech
[AR'| _

z ktérej wynika, ze B = o

sin o

sin 51
sin ﬂz

sinyq

sin ap sinys

Wowczas odcinki AP, BQ, CR majg punkt wspdlny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy t = 1.

Dowdd. Uzgodnijmy, ze a = |BC|, b = |CA| i ¢ = |AB|. Wystarczy udowodnié, ze
-t 7 . . . a; _ [ABP] _ 3c|AP|sinm
s = t. Zauwazmy najpierw, ze g = 5op] = 1P sma

réwnosé przez dwie analogiczne, otrzymamy s = t.

__ csinag
T bsinag

. Mnozac stronami te

7 tego twierdzenia mozna réwniez korzystaé¢ dla samych trzech cieciw danego okregu
— wystarczg tylko miary odpowiednich katéw, dlugosci bokéw sg niepotrzebne. Sama
rownoéé

a csin o

as bsin aio

ma swojg wartos¢ — mozna ja uzywaé¢ w twierdzeniu Cevy, zamieniajac, wedle uznania,
proporcje podziatéw bokéw na ich trygonometryczna wersje.

Zadania

1. Wykaz, ze nastepujace czewiany w trojkacie ostrokatnym przecinaja sie w jednym
punkcie: §rodkowe (w $rodku cigzkosci), dwusieczne (w $rodku okregu wpisanego),
wysokosci (w ortocentrum).

2. Wykazaé, ze odcinki taczace punkty stycznosci okregu wpisanego w trojkat
z przeciwleglymi wierzchotkami przecinaja sie w jednym punkcie (punkt
Gergonne’a).

3. Udowodnié¢ za pomoca twierdzenia Cevy, ze w trapezie, niebedacym
réwnolegtobokiem, nastepujace punkty lezg na jednej prostej: srodki podstaw, punkt
przeciecia sie przekatnych oraz punkt przeciecia sie prostych zawierajacych ramiona
trapezu.

4. Czescia wspélng kwadratéw ABCD i APQR jest odcinek AR. Wykazaé, ze proste
BP, CQ i DR przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

5. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Punkt D jest spodkiem wysoko$ci opuszczonej
na bok C'B, natomiast K jest dowolnym punktem wewnetrznym tej wysokosci.
Proste BK i CK przecinaja odcinki AC i BC' w punktach, odpowiednio, E i F.
Udowodnié, ze prosta AD jest dwusieczng kata FDE. (Kanadyjska OM, 1994)

6. Odcinki AD, BE i C'F sa wysokoSciami tréjkata ostrokatnego ABC' i przecinaja sig¢
w punkcie H. Punkty K, L, M leza, odpowiednio, na odcinkach BC, C A, AB oraz

HK1FEF, HLL1FD, HM1DE.

Udowodnié, ze odcinki AK, BL i C'M przecinaja sie¢ w jednym punkcie.
(XIV WLM)
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