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Punkty izogonalnie sprzezone
Barttomiej BZDEGA

Przed przystapieniem do lektury warto zapoznac sie z trygonometrycznym
twierdzeniem Cevy, do czego znakomicie nadaje si¢ poprzedni kacik.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Rozwazmy kat wypukly AOB oraz punkty X i Y wewnatrz niego. Méwimy,
ze proste OX i OY sa izogonalnie sprzezone wzgledem tego kata, jesli
|xAO0X| = |xBOY| (lub réwnowaznie: |<AOY| = |[xBOX]|).

Twierdzenie 1. Rozwazmy sytuacje z pierwszego rysunku. Punkty X4 i Xp sa
rzutami prostokatnymi punktu X na ramiona kata AOB; analogicznie jest z Yy
i Y. Wowczas proste OX i OY sg izogonalnie sprzezone wzgledem kata AOB
wtedy i tylko wtedy, gdy na czworokacie X 4YaYpXp mozna opisaé okrag.

W takiej sytuacji $rodkiem wspomnianego okregu jest srodek odcinka XY

Dowdd. Na czworokatach OX 4 X Xp i OY,Y Y mozna opisaé okregi

(o $rednicach OX i OY'), wiec mamy nastepujacy ciag réwnowaznosci:

|xAOX| = |xBOY| & |5 XaXpX| = |xYBYaY| & |¥OXpX4| = |3x0Y4Y5| &
na czworokacie X 4Y4YpXp mozna opisa¢ okrag. Na koniec zaobserwujmy, ze
srodek odcinka XY lezy na symetralnych odcinkéw X Y4 i XpYg, poniewaz
XYY X i YpXpXY sa trapezami prostokatnymi. Z tego wnioskujemy, ze jest
to Srodek okregu opisanego na czworokacie X 4 XpYpYa.

Twierdzenie 2. Niech punkt T} bedzie wspolnym punktem czewian AP, BQ
i CRy, a punkty Ps, Q2, Ro sg wybrane w taki sposéb, by proste APy, BQs,

C Ry byly izogonalnie sprzezone z, odpowiednio, AP, BQ1, CR; w katach
BAC, CBA, ACB. Przy powyzszych zalozeniach odcinki AP, BQo, C R,
réwniez przecinaja sie w jednym punkcie (rysunek 2).

Dowdd. Oznaczmy miary katow trojkata ABC przy wierzchotkach A, B, C,
przez, odpowiednio, «, 8, 7. Niech ponadto (sa to katy zaznaczone
na rysunku 2):
a1 = |§:BAP1| = |{P2AC|,
B1 = [xCBQ1| = [xQ2BA|,
Y1 = |§:ACR1| = |9:RQCB|
oraz ag = o — a1 analogicznie B2 i vo. Skorzystamy z trygonometrycznego
twierdzenia Cevy. Dla czewian APy, BQ1, C Ry oraz, odpowiednio, dla czewian
AP, BQ2, C Ry otrzymujemy
sinqy sinf; siny sin fBs  sin-ys
sinas  sin By ' sinyy’ sina;  sin B1 ‘ sin~y;
Zwrbéémy uwage, ze powyzsze wzory pozostaja prawdziwe niezaleznie od wyboru
czewian AP, BQ1, C Ry wewnatrz tréjkata ABC. Poniewaz t1to = 1, mamy
t, =1 <ty =1, co koticzy dowod.

sin aip

W tej sytuacji punkty T i Th nazywamy izogonalnie sprzezonymi w tréjkacie
ABC'. Oto kilka stynnych par takich punktow: srodek okregu wpisanego ze soba,
$rodek okregu opisanego z ortocentrum, $rodek ciezkosci z punktem Lemoine’a,
punkt Gergonne’a z punktem Nagela, punkty Brocarda jeden z drugim.

Zadania

1. Wykazaé, ze punkty Ty i To sa sprzezone izogonalnie w tréjkacie ABC wtedy
i tylko wtedy, gdy rzuty prostokatne punktéow T; i 75 na boki tréjkata ABC
(lacznie 6 punktéw) leza na jednym okregu, ktérego srodek pokrywa sie ze
$rodkiem odcinka T775.

2. Znalez¢ zwiazek zadania 1 z okregiem dziewieciu punktdéw.

3. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym | ABC| > 90°. Punkty P i @ leza na
symetralnej odcinka AB, wewnatrz kata ACB, przy czym |XACP| = |%xBCQ)|.
Dowies¢, ze [xPAC| + |%xQBC| = 180°. (Obdéz OM, 2004)

4. Na bokach trojkata ABC' zbudowano, po jego zewnetrznej stronie, prostokaty
ABDE, BCGF, CAHI. Udowodnié, ze symetralne odcinkéw DF, GI, HE
przecinaja sie w jednym punkcie. (Obéz OM, 2004)
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