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... Dumpty
Bartltomiej BZDEGA

Czytelnikom, ktorzy nie przeczytali dwéch poprzednich kacikéw, polecam uczynié
to przed przystapieniem do lektury biezacego. Opisane sa tam wszystkie definicje

i oznaczenia (standardowe dla tréjkata ABC) oraz wlasnosci punktu Humpty, ktére
potrzebne beda i tutaj. Teraz kolej na punkt Dumpty, blizniaka Humpty’ego.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Tak jak poprzednio, ogranicze sie do tréjkata ostrokatnego, ale opisane tu fakty mozna
uogdlnié¢ na ciekawsze trojkaty.

Rozwazmy tréjkat ABC. Prosta izogonalnie sprzezong w tréjkacie ABC' (por. Asg)
do érodkowej poprowadzonej z wierzchotka A nazwiemy A-symediang. Jedng z jej
podstawowych wlasnosci jest to, ze przechodzi ona przez punkt wspdlny stycznych
do ®(ABC) w punktach B i C. Uzasadnienie mozna znalezé w artykule Jerzego
Bednarczuka w |A%4| (twierdzenie 4).

Twierdzenie 1. Kazda z ponizszych definicji okresla jednoznacznie ten sam punkt Y :

rzut prostokgtny punktu O na A-symediane trojkgta ABC;

rézny od O punkt przeciecia ©(AO) i ©@(BCO) (lub punkt O, jesli te okregi sq
styczne);

punkt Y spelniajgcy réwnosci: |¥xBAY| = |XACY| i |XxCAY| = |xABY|;

punkt Y, dla ktérego ©(ABY) i ©(ACY') sq styczne, odpowiednio, do prostych AC
i AB.

Dowdd. Niech T bedzie punktem przecigcia stycznych do ®(ABC) w punktach B i C.
Z faktu |xOBT| = |xOCT| = 90° wnioskujemy, ze ®(BCO) = ©(0OT) (rys. 1).

(1)<(2). Rzut prostokatny punktu O na prosta AT i drugi punkt wspdélny okregéw
®(A0) i ®(0T) to ten sam punkt.

(1,2)=(3). Niech v = |[xBCA| i ¢ = |¥xBAY|. Najpierw zauwazmy, ze |XABT| =
180° — 4. Stad |«BCY| = |xBTY| =~ — ¢, co daje |3XxACY| = ¢. Drugiej réwnosci
katéw dowodzimy analogicznie.

(3)=(1). Niech ¢ = |[xBAY| = |xACY|i¢ = |xCAY| = |XxABY| oraz a = |¥BAC)|.
Widzimy, ze ¢ + ¢ = «, co daje |xBY C| = 2a = |xBOC|, wigc punkt Y lezy na
O(BCO) = ©(0T), co daje |xOYT| = 90°. Dalej zauwazmy, ze |*AY B| = 180° — «
oraz |[XxBYT| = |&xBCT| = a, wigc punkty A, Y, T leza na jednej prostej, co wobec
OY LYT dowodzi (1).

(3)<(4) Réwnowazno$é wynika z obustronnego twierdzenia o stycznej i cieciwie (rys. 2).

Punkt Y, spelniajacy ktérakolwiek (a zatem i wszystkie) sposréd definicji (1)—(4),
nazywamy punktem A-Dumpty tréjkata ABC. Bedziemy go oznaczaé D 4, analogicznie
definiujemy punkty Dp i De. A na deser:

Twierdzenie 2. Punkty A-Humpty i A-Dumpty sq izogonalnie sprzezone w trdjkgcie
ABC (analogicznie Hg z Dp oraz Hc z Dc).

Dowdd. Jako definicje punktu H4 przyjmijmy (3) z twierdzenia w poprzednim kaciku.
Punkt Y izogonalnie sprzezony z Ha spelnia réwnosci katéw (3) w twierdzeniu 1,

w kaciku biezacym. Poniewaz — w my$l tego samego twierdzenia — istnieje doktadnie
jeden taki punkt, musi by¢ Y = Da.

Zadania

1. Udowodnié, ze w tréjkacie ostrokatnym ABC punkty Da, Dp, Dc oraz O leza na
jednym okregu.

2. Symetralne odcinkéw AB i C' A przecinajg srodkowa AA; tréjkata ostrokatnego
ABC w punktach, odpowiednio, D i E. Proste BD i CE przecinaja si¢
w punkcie F. Wykazaé, ze punkty A, By, C1 i F' leza na jednym okregu.

(USAMO 2008)

3. Niech P bedzie dowolnym punktem na boku BC' tréjkata ABC. Punkty M i N leza,
odpowiednio, na prostych AB i AC, przy czym PM || AC i PN || AB. Udowodnié¢,
ze okrag opisany na tréjkacie AM N przechodzi przez staty punkt rézny od A,
niezaleznie od wyboru punktu P.

4. Dowies¢, ze w tréjkacie ostrokatnym ABC o wysokosci AA’ prosta A’Da przechodzi
przez srodek odcinka B, C}.

5. Tréjkat ABC jest ostrokatny. Okregi ©®(AO) i ®(BCO) przecinaja sie w punkcie M,
a okregi ©(AH) i ®(BCH) — w punkcie N. Proste AM i AN przecinaja po raz
drugi, odpowiednio, ®(BCO) w punkcie X i ®(BCH) w punkcie Y. Udowodnié, ze
MN || XY. (ELMO 2014)
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