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Tak naprawde oba sformutowania sa
réwnowazne, jednak implikacja ,,w dét”
jest mniej oczywista. Tym, ktérzy sami
chcieliby ja przeprowadzié¢, polecamy
zapoznanie si¢ z lematem Kdéniga.
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Ilustracja polichromatycznego wachlarza
o promieniu 2 i stopniu 3

O kolorowaniu liczb naturalnych,

czyli jak van der Waerden wachlarze projektowal

Pawel SAWICKI*

Glowna motywacja niniejszego artykulu jest opowiedzenie o nastepujacym
twierdzeniu:

Twierdzenie 1 (Bartel Leendert van der Waerden, 1927). Jezeli pokolorujemy
liczby naturalne skoniczong liczbg barw, bedq istnie¢ jednobarwne ciggi
arytmetyczne kazdej skonczonej diugosci.

Trzeba przyznaé, ze teza jest zaskakujaca, wiele 0s6b mogloby ja intuicyjnie
uznaé za btedna — trudno sie przeciez spodziewaé, ze zbiory, o ktérych niemal
nic pewnego nie wiemy, beda mialy tak dobrze uporzadkowane podzbiory. Jej
prawdziwos¢ jest jednym z fundamentalnych wynikow gatezi kombinatoryki
znanej jako teoria Ramseya. Dowdd postaramy sie przedstawi¢ tak, aby

jasne byly powody wykonania kolejnych krokéw, bez wyciggania , krolikow

z kapelusza”. Linia rozumowania jest zaczerpnieta z artykutu Terence’a Tao
The ergodic and combinatorial approaches to Szemerédi’s theorem. Dla wygody,
przez m-kolorowanie rozumie¢ bedziemy kolorowanie m kolorami, ponadto zbiér
liczb naturalnych bedziemy standardowo oznaczaé przez N.

Wykazemy nastepujace, pozornie silniejsze, sformutowanie problemu:

Twierdzenie 2. Dla dowolnych k,m > 1 istnieje taka liczba naturalna N, Ze
kazde m-kolorowanie N kolejnych liczb naturalnych zawiera jednobarwny cigg
arytmetyczny diugosci k.

Teraz duzo lepiej wida¢, ze narzucajaca sie metoda ataku jest zastosowanie
podwojnej indukcji po k i m. Obiecujace wydaje sie, by ,zewnetrzna” indukcja
byta po dlugosci ciagu. Baze indukcji otrzymujemy za darmo: trywialne jest, ze
teza zachodzi dla k = 1 (a nawet dla k = 2). Pozostaje nam wykonanie kroku
indukcyjnego: wiedzac, ze kazde skonczone kolorowanie dostatecznie wielu
kolejnych liczb naturalnych zawiera ciag arytmetyczny dlugosdci k — 1 (zalozenie
indukcyjne), pragniemy to samo udowodnié dla k.

Przechodzimy teraz do indukcji wzgledem liczby barw m (,,wewnetrzna”
indukcja). Niestety nie widaé, w jaki sposéb przeprowadzi¢ krok indukcyjny.
Zadne trywialne rozumowanie nie pozwala wnioskowaé, ze po odpowiednim
wydtuzeniu przedzialu dodanie nowego koloru nie zmniejszy dtugosci
istniejacych w nim ciagéw arytmetycznych. Tutaj z pomoca przychodzi
rdzen pomystu van der Waerdena, ktéry mozna by nazwaé wzbogaceniem
czy tez odswiezeniem tezy indukcyjnej. Ta metoda sprowadza sie do tego,
zeby zdefiniowaé strukture, ktorej istnienia bedzie mozna dowodzié¢ jako
alternatywy dla tej zadanej w pierwotnym sformulowaniu tezy. Nowa struktura
powinna dawacé sie tatwiej rozbudowywaé w kroku indukcyjnym. Z drugiej
strony, nie moze istotnie ostabiaé twierdzenia, a zatem jest pozadane, aby
byla kluczowa ,cegietka” w konstrukcji oryginalnej struktury czy tez czyms
posrednim pomiedzy dwiema takimi strukturami. Z tej perspektywy zrédto
idei van der Waerdena jest juz dosy¢ jasne — staramy sie znalez¢ konstrukcje
zawierajacg konkretny punkt, ktérego malowanie wymaga albo wydtuzenia
jednokolorowego ciagu, albo wprowadzenia nowej barwy:

Definicja 1 (Wachlarz van der Waerdena). Wachlarz o promieniu r i stopniu d
sklada si¢ z bazy a € N oraz d parami roztacznych szprych. Dla 1 < 5 < d, j-ta
szprycha to ciag arytmetyczny a + bj,a + 2b;,...,a+ (r — 1)b;. Wachlarz
nazywamy polichromatycznym, gdy kazda jego szprycha jest jednobarwna,

a baza ma kolor inny od kazdej ze szprych.

W tym miejscu mozemy zalozyé¢ prawdziwo$é ,,zewnetrznej” hipotezy
indukcyjnej (dla dowolnego m’ € N istnieje N = N(k — 1,m’) takie, ze kazde
m/-kolorowanie przedzialu dlugoéci N zawiera ciag arytmetyczny dlugosci k — 1).
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OdpowiedZ na pytanie z artykutu
Pewny strzal w ciemno; Zacznijmy od
wytlumaczenia, dlaczego studenci moga
zagwarantowaé | % | prawidlowych
odpowiedzi. Bez straty ogdélnosci
przyjmijmy, ze oceny sg liczbami
calkowitymi 1,2, ..., k. Studenci dzielg si¢
na k mozliwie réwnolicznych grup,

tzn. kazda grupa ma liczyé co najmniej
[ %] oséb. Studenci z grupy o numerze i
zakladaja, ze reszta z dzielenia sumy
wszystkich ocen przez k jest réwna
(k-ta grupa przyjmuje oczywiscie

reszte 0). Takie zalozenie oraz znajomosé
ocen pozostalych jednoznacznie wskazuje
kazdemu studentowi odpowiedz na
pytanie o jego ocene. Poniewaz ktéras
grupa musiala przyjac¢ stuszne zatozenie,
warunek zostaje spelniony.

Zauwazmy teraz, ze kazdy student
podejmuje decyzje na podstawie jednego
z k"L mozliwych ciggdéw ocen, jaki éw
student ,widzi”. W tej sytuacji dla
kazdego studenta istnieje (k — 1)k™~*
konfiguracji wszystkich ocen (w tym
jego), przy ktérych podejmuje on zlg
decyzje. Poniewaz wszystkich studentow
jest n oraz mamy k™ mozliwych ciaggéw
wszystkich ocen, wigc pewien ciag ocen
jest na licie ,,zlych ciagéw” u co
najmniej {7”067;121]9” 1—| = [k—;ln]
studentéw. Oznacza to, ze przy takim
ciagu ocen prawidlowej odpowiedzi
udziela co najwyzej n — %n] = %]
studentow.

»Wewnetrzna” indukcja wzgledem liczby barw zostaje zastapiona przez ponizsze
stwierdzenie dowodzone przez indukcje wzgledem stopnia wachlarza:

Twierdzenie 3. Dla dowolnego d > 0 oraz m > 1 istnieje takie N(k,m,d) € N,
ze kazde m-kolorowanie N(k,m,d) kolejnych liczb naturalnych zawiera
jednobarwny cigg arytmetyczny diugosci k albo wachlarz polichromatyczny
stopnia d o promieniu k.

Jasne jest, ze to sformulowanie nam wystarcza, skoro po dojsciu do d =m
zabraknie barw, by istnial wachlarz polichromatyczny zadanego stopnia, co

od razu implikuje prawdziwos¢ zewnetrznej tezy indukcyjnej. Nie ma tez
klopotu z baza indukcji, wachlarz stopnia 0 sklada sie z jednej liczby (bazy),
wystarczy zatem wziaé N(k,m,0) = 1. Trzeba teraz znalezé sposéb, zeby

w kroku indukcyjnym rozbudowaé wachlarz o jedna szpryche. W tym celu
wykorzystamy podejscie nieco podobne do argumentu przekatniowego Cantora.
Oté6z dowodzac dla danej wartosci d, wiemy z zalozenia indukcyjnego, ze kazdy
przedzial dlugosci N(k,m,d — 1) zawiera ciag arytmetyczny dlugosci k albo
wachlarz polichromatyczny stopnia d — 1 o promieniu k. Mozemy zalozy¢ bez
utraty ogdlnodci, ze istotnie kazdy taki przedzial zawiera taki wachlarz, gdyz
w przeciwnym razie teza potwierdza si¢ natychmiast. Technika, ktorej chcemy
uzy¢, polega na laczeniu mniejszych struktur w jedna wieksza, wobec czego
trzeba teraz zbadaé kolekcje wielu takich przedzialéw z wieloma wachlarzami.

Oznaczmy P = N(k,m,d — 1). Postuzymy sie pewnym trikiem: istnieje tylko
skoniczenie wiele sposobéw (mianowicie m?’), zeby pomalowaé przedziat
dtugosci P przy uzyciu m koloréw. Kazdemu z tych kolorowan mozemy
przyporzadkowaé osobny ,kod” — liczbe od 1 do m?. Zamiast myéleé
o kolorowaniu kolejnych liczb, mozemy teraz rozwazaé¢ nadawanie kodow
kolejnym blokom P liczb. Nasze ,,zewnetrzne” zalozenie indukcyjne pokazuje
zatem, ze wéréd N(k — 1, m”) kolejnych blokéw istnieje & — 1 takich, ktére
maja ten sam kod (wiec sa identycznie pomalowane) i znajduja sie w réwnych
odstepach. Tym samym kazdy przedziat dtugoéci P - N(k — 1,m”) zawiera
k — 1 identycznych wachlarzy stopnia d — 1 o promieniu k, tworzacych ciag
arytmetyczny. Oznaczmy baze pierwszego wachlarza przez a, a odstep pomiedzy
bazami kolejnych wachlarzy przez s; a — s stanie si¢ baza nowego wachlarza. Teraz
juz widzimy nasze ,przekatne”. Niech a + b; bedzie pierwszym punktem pewnej
szprychy w pierwszym wachlarzu. Wtedy ciag arytmetyczny

a—s+(s+b;), a—s+2(s+b;), ..., a—s+(k—1)(s+0;)
jest jednobarwny (pierwsza z liczb nalezy do pierwszego z identycznych
wachlarzy, druga do drugiego itd.) i staje si¢ szprycha nowego wachlarza. Takich
szprych jest d — 1, a jeszcze jedna szpryche tworzy po prostu ciag
a—s+2s, ..., a—s+(k—1)s.
Wiemy tez, ze barwy wszystkich tych szprych sa parami rézne. Stad pozostaja
dwie mozliwosci: albo liczba a — s ma taki sam kolor jak jedna ze szprych, przez
co badany przedzial zawiera jednobarwny ciag arytmetyczny dtugosci k, albo ma
kolor od nich wszystkich inny, przez co jest baza wachlarza polichromatycznego
stopnia d o promieniu k.

a— S8+ s,

Do ukonczenia kroku indukcyjnego i calego dowodu brakuje jedynego szczegotu:
nalezy upewni¢ sie, ze a — s > 1. Zauwazmy jednak, ze wolno nam dowolnie
wybraé¢ badany przedzial dtugosci P - N(k — 1,m”). W szczegdélnosci mozemy
zazadaé, by zaczynal sie od liczby réwnej P - N(k — 1,m"). Poniewaz a musi
nalezeé¢ do tego przedziatu, s musi zas by¢ mniejsze od jego dtugosci, zapewnia
to, ze s < a, co bylo do wykazania. O

Dla pokazania zastosowan twierdzenia van der Waerdena i zarazem rozumowan
podobnych do jego dowodu rozpatrzmy nastepujacy, uroczy problem:

Twierdzenie 4. Jezeli pokolorujemy N skoriczong liczbg barw, bedq istnie¢ dwie
liczby tej samej barwy odlegle o kwadrat liczby naturalnej.

Wyglada to zupelnie jak zadanie, ktére mogltoby pojawi¢ sie na olimpiadzie
matematycznej (w rzeczywistosci, jak sie wkrétce przekonamy, nie bylby to
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najszczesliwszy pomyst). Przede wszystkim nalezy odnotowaé, Ze nie jest to
prosty wniosek z twierdzenia van der Waerdena. Co prawda istnieja dowolnie
dlugie jednobarwne ciagi arytmetyczne, ale nic nie gwarantuje, ze ich postep
bedzie mniejszy od ich dtugosci, co moze uniemozliwi¢ znalezienie w nich
dwoéch elementow odleglych o kwadrat liczby naturalnej. I chociaz potrzebne
techniki nie wykraczaja poza to, co widzieliSmy juz wyzej, wydaje sie, ze
problem pozostawal otwarty az do ostatnich lat ubieglego wieku. Korzystajac
z wytyczonego juz szlaku, wprowadzmy nastepujaca strukture:

Definicja 2 (Kwachlarz). Kwachlarz stopnia d sklada sie z bazy a € N oraz
d r6znych jednoelementowych szprych postaci a + b? (bj €N, 1< j<d).
Kwachlarz jest polichromatyczny, jezeli jego baza i wszystkie szprychy maja
rozne kolory.

Glowna — naprawde niemal jedyna — trudnoécia koncepcyjna w dowodzie jest
zorientowanie sie¢, ze indukcja moze zapewnié¢ polichromatyczno$é¢ kwachlarza,
pomimo ze jego szprychy nie musza by¢ odlegle jedna od drugiej o kwadrat
liczby naturalnej. Do tego celu wykorzystamy oczywiscie twierdzenie van

der Waerdena. Podobnie jak poprzednio, dla dowolnie wybranego m mozemy
przeksztalci¢ nasza teze do nastepujacej postaci:

Twierdzenie 5. Dla kazdego d > 0 istnieje takie N(m,d) € N, Ze kazde
m-kolorowanie N(m,d) kolejnych liczb naturalnych zawiera dwie liczby tego
samego koloru odlegle o pelny kwadrat albo kwachlarz polichromatyczny
stopnia d.

Zastosujemy indukcje ze wzgledu na d. Baza indukcji jest trywialna

(dla d = 0 kwachlarz staje sie¢ pojedyncza liczba). Poniewaz w zbiorze
pomalowanym m kolorami nie moze istnie¢ kwachlarz polichromatyczny
stopnia m, wykazanie kroku indukcyjnego wystarczy do udowodnienia

calego twierdzenia. Z zatozenia indukcyjnego mozemy wiec przyjaé istnienie
N(m,d — 1) takiego, ze kazdy przedzial naturalny tej dltugosci zawiera kwachlarz
polichromatyczny stopnia d — 1 (albo dwie liczby odlegle o kwadrat, ale
wtedy konczymy krok indukcyjny). Dzieki twierdzeniu van der Waerdena
wiemy, ze kiedy zbadamy dostatecznie duzo kolejnych przedzialéw tej
dtugosci, znajdzie sie wérdd nich 2[1/N(m,d — 1)] przedzialéw identycznie
pokolorowanych w identycznych odstepach, a tym samym 2[/N(m,d — 1)]
kwachlarzy polichromatycznych stopnia d — 1 tworzacych ciag arytmetyczny.
Jak poprzednio, oznaczmy baze pierwszego kwachlarza przez a oraz

odstep pomiedzy bazami kolejnych kwachlarzy przez s. Tym razem bazg
nowego kwachlarza stanie si¢ a — s2. Niech a + b? bedzie dowolng szprycha
pierwszego kwachlarza. Wéwcezas a — s2 + (s + bj)2 =a+ b? + 2b; - s jest

tego samego koloru (nalezy do jednego z tych identycznych kwachlarzy,

jako ze 2b; < 2[y/N(m,d —1)]) i staje si¢ szprycha nowego kwachlarza.
Samo a réwniez staje sie szprycha nowego kwachlarza, a kolory wszystkich
tych d szprych musza by¢ parami rézne. To pozostawia dwie mozliwosci —
jezeli liczba a — s ma taki sam kolor jak jedna ze szprych, to tworzy pare
jednego koloru o odleglosci bedacej pelnym kwadratem, a w przeciwnym
razie jest ona bazg kwachlarza polichromatycznego stopnia d. Znéw pozostaje
tylko upewnié sie, ze a > s2, a w tym celu, tak jak poprzednio, wystarczy
odpowiednio przesunaé¢ poczatek przedziatu, znajac juz jego dlugosé.

To koniczy dowdd. O

Okazuje sie, ze przedstawiony problem jest tylko przypadkiem szczegdlnym
znacznie mocniejszego twierdzenia wielomianowego van der Waerdena, ktére
pozwala zastapi¢ w sformutowaniu tezy skonczony ciag wielomiandéw liniowych
Wi(n) =n,Wa(n) = 2n, ..., Wi(n) = kn albo pojedynczy wielomian kwadratowy
W (n) = n? — dowolnym skoticzonym zbiorem wielomianéw bez wyrazu wolnego.
Jego pierwszy dowdd (Bergelson i Leibman, 1996) odwolywal sie do teorii
ergodycznej. Czytelnik Dociekliwy znajdzie nieco zmudny, ale wykorzystujacy
podobne do naszych narzedzia, dowdéd w cytowanej na marginesie pracy Marka
Waltersa.
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