Po hiperboli przez Tajwan
Kazimierz CHOMICZ*

Hiperbole, ktérej asymptoty przecinaja sie pod katem
prostym, nazywamy hiperbolg prostokgtng. Przykladem
jest wykres funkeji f(z) = % dla niezerowych liczb
rzeczywistych x, ktéry to wykres jest dla wielu pierwsza
hiperbola, z jaka stykaja sie w zyciu. W niniejszym
artykule pokaze, jak, korzystajac z wtasnosci hiperboli
prostokatnych, rozwiaza¢ ponizsze zadanie:

Zadanie (Tajwan TST 2022). Dany jest ostrokatny
tréjkat ABC o ortocentrum H oraz okregu opisanym €.
Niech M bedzie érodkiem boku BC'. Na krétszym
tuku BC okregu 2 wybieramy taki punkt D, Ze
XBAD = xMAC'. Niech E bedzie takim punktem na
Q,72e DE 1 AM, za$ F rzutem prostokatnym punktu D
na prosta BC. Proste HF i AM przecinaja sic w N,
a R jest odbiciem H wzgledem N. Udowodnij, ze
XAER = xHFD.
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Rozpoczniemy od przedstawienia kilku wlasnosci
hiperboli prostokatnych. Ich uzasadnienie mozna znalezé
w mojej pracy Dowodd i zastosowania wiasnosci hiperboli
prostokgtnych, nadestanej na 46. Konkurs Uczniowskich
Prac z Matematyki im. Pawla Domanskiego, dostepnej
na stronie deltami.edu.pl.

Twierdzenie 1. Hiperbola H opisana na tréjkgcie ABC
(tzn. przechodzqca przez wierzcholki tréjkgta) jest
prostokgtna wtedy i tylko wtedy, gdy przechodzi przez
ortocentrum H tréjkgta ABC.
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Powyzsze twierdzenie stanowi podstawowa
charakterystyke hiperboli prostokatnych.

Wazna bedzie tez koncepcja izogonalnego sprzezenia
w trojkacie.

Definicja. Dany jest tréjkat ABC oraz punkt P lezacy
poza prostymi zawierajacymi boki tréjkata. Wéwcezas
punkt @ spelniajacy rownosci xABP = xCBQ,
XBCP = xACQ i xCAP = ¥BAQ nosi nazwe
izogonalnego sprzezenia punktu P wzgledem

trojkata ABC.

Istnienie punktu spelniajacego opisane w definicji réwnosci nie

jest zupelnie oczywiste. Mozna tego dowies¢ np. za pomoca
trygonometrycznego twierdzenia Cévy. Wigcej informacji

o izogonalnym sprzezeniu mozna odnalezé w Kaciku Poczatkujacego
Olimpijczyka z A;S.

W ramach ¢wiczenia polecamy Czytelnikowi sprawdzi¢,
ze w dowolnym tréjkacie srodek okregu na nim
opisanego oraz jego ortocentrum sa izogonalnie
sprzezone.

Okazuje sie, ze prawdziwy jest nastepujacy fakt.

Fakt 1. Dany jest tréjkat ABC oraz prosta rézna od
prostych zawierajacych boki tréjkata. Dla kazdego
punktu na prostej bierzemy jego izogonalne sprzezenie
wzgledem ABC'. Tak otrzymane punkty utworza krzywa
stozkowa, opisang na tréjkacie ABC.

Poniewaz izogonalne sprzezenie jest inwolucja — jego
dwukrotne zastosowanie jest identycznoscig — to nietrudno
uzasadnié, ze to samo bedzie prawda w druga strone:
izogonalnym sprzezeniem wzgledem tréjkata ABC
opisanej na nim krzywej stozkowej bedzie prosta.

W takim przeksztalceniu izogonalne sprzezenie
hiperboli prostokatnej opisanej na ABC' bedzie prosta
przechodzaca przez $rodek okregu opisanego na ABC.
Idea rozwazania izogonalnego sprzezenia hiperboli
prostokatnej bedzie nam bardzo pomocna. Warto tu
zwroci¢ uwage na jeszcze jedna kwestie z tym zwigzana.

Fakt 2. Sprzezenie punktu na okregu opisanym

na ABC jest w nieskoniczonosci i vice versa.

Czytelnik niezaznajomiony z geometrig rzutowsg moze nie wiedziec,
czym jest punkt w nieskoriczonosci. W geometrii rzutowej przyjmujemy,
ze kazda prosta ma (jeden) punkt w nieskoniczonosci. Jesli dwie proste
sg réwnolegle, to uznajemy, ze maja ten sam punkt w nieskonczonoéci,
i méwimy, ze si¢ w nim przecinaja.

Dowdd tego faktu pozostawiam Czytelnikowi jako
¢wiczenie na przenoszenie katéw.
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Teraz wezmy tréjkat ABC i prosta | przechodzaca
przez $rodek okregu opisanego na ABC'. Niech [
przecina okrag opisany w punktach P i (). Wiemy
juz, ze sprzezeniem | wzgledem ABC bedzie hiperbola
prostokatna. Z faktu 2 wiemy réwniez, ze sprzezenia
P i Q leza w nieskonczonosci. Znaczy to, ze punkty P
i @Q po izogonalnym sprzezeniu przechodzg na punkty
w nieskonczonosci hiperboli bedacej obrazem [.

Zblizamy si¢ do przedstawienia fundamentalnego
twierdzenia hiperboli prostokgtnych, ale przed jego
sformutowaniem warto wprowadzi¢ nastepujacy lemat.
Tu i dalej przez Srodek hiperboli rozumieé¢ bedziemy
punkt przeciecia jej asymptot.

Lemat 1. Hiperbola prostokgtna H, opisana na tréjkgcie

ABC o ortocentrum H, przecina okrgg opisany na ABC
po raz czwarty w punkcie D. Wtedy srodek odcinka HD
jest $rodkiem H.

W dalszych rozwazaniach beda nam potrzebne jeszcze
dwie definicje. Ustalmy trojkat ABC'. Dla dowolnego
punktu P jego okregiem ortycznym wzgledem ABC
bedzie okrag przechodzacy przez rzuty punktu P na
proste AB, BC, C A. Okazuje sie, ze okregi ortyczne
punktu P oraz jego izogonalnego sprzezenia wzgledem
trojkata ABC pokrywaja sie (por. zadanie 1 w Kaciku
Poczatkujacego Olimpijczyka z A3g). Gdy punkt P lezy
na okregu opisanym na ABC| jego okrag ortyczny stanie
sie prosta — nazywamy ja wtedy prostg Simsona.

Twierdzenie 2 (fundamentalne twierdzenie
hiperboli prostokatnych). Niech H bedzie
hiperbolg prostokqgtng opisang na ABC. Niech P € H.
Wtedy srodek H lezy na okregu ortycznym punktu P
wzgledem ABC.

-\

Whiosek. Teza powyzszego twierdzenia pozostaje
prawdziwa, jesli punkt P znajduje si¢ na prostej
izogonalnie sprzezonej do hiperboli H w tréjkacie ABC.
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Warto opisa¢, w jaki sposéb z twierdzenia 2

wprost wynika lemat 1. Aplikujac twierdzenie 2

do ortocentrum H tréjkata ABC, dostajemy, ze
srodek H lezy na tzw. okregu dziewieciu punktow. Jedna
z wlasnosci tego okregu jest fakt, ze jednokladnosé

o skali 2 i érodku H przeksztalca go na okrag opisany.
Dostajemy stad, ze odbicie H wzgledem $rodka H —
oznaczmy je jako punkt D — lezy na okregu opisanym
na ABC'. Poniewaz H jest symetryczna wzgledem
swojego Srodka, D nalezy do H, wiec D to ten sam
punkt co w lemacie 1. Lemat 1 zostal wyszczegdlniony
jako osobny wynik przed twierdzeniem 2, gdyz istnieje
jego niezalezny dowdd i zwykle korzysta si¢ z niego,
dowodzac twierdzenie.

Od tego momentu reszte faktéw bedziemy wnioskowaé
z twierdzen juz do tej pory podanych.

Lemat 2. Niech D bedzie punktem na okregu
optsanym na tréjkgcie ABC' o ortocentrum H.
Wtedy prosta Simsona punktu D polowi odcinek H D
oraz jest prostopadla do sprzeZenia izogonalnego
prostej AD w xA.

Dowad. Prostopadtosé wynika z krétkiego przeliczenia
katow. Istotnie, niech P i @ beda rzutami punktu D

na proste AB i AC i niech X bedzie przecigciem

prostej PQ i prostej izogonalnej do AD w < A. Na
czworokacie APD(@ mozna opisaé¢ okrag (ma dwa
przeciwlegle katy proste), zatem xADP = xAQX.
Tréjkaty APD i AX(Q sa zatem podobne, i w tej
sytuacji xAXQ = xAPD = 90°. Do dowodu pierwszego
faktu mozemy postuzy¢ sie poznanymi juz wlasnosciami
hiperboli prostokatnych. Z twierdzenia 1 hiperbola
ABCHD jest prostokatna, natomiast jej srodkiem,

z lematu 1, jest Srodek HD. Teraz z twierdzenia 2

ow $érodek musi lezeé na okregu ortycznym punktu D,
czyli na prostej Simsona. O

Kolejne twierdzenie bedzie grato kluczowa role w naszym
zadaniu.

Twierdzenie 3. Dana jest hiperbola prostokgtna H
opisana na tréjkgcie ABC. Niech sprzezenie
izogonalne H przecina okrgg opisany na ABC

w punktach P i Q. Wtedy proste Simsona punktow P
i Q wzgledem ABC' sq asymptotami H.
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Dowdd. Z lematu 2 wynika, ze prosta Simsona punktu P
jest prostopadla do sprzezenia prostej AP w <A, ktore
to, z faktu 2, jest réwnolegle do jednej z asymptot (bo
przechodza przez ten sam punkt w nieskoniczonosci H).
Skoro w hiperboli prostokatnej asymptoty sa wzajemnie
prostopadle, to prosta Simsona P musi by¢ réwnolegta
do drugiej asymptoty. Z wniosku z twierdzenia 2
wynika, ze prosta Simsona P przechodzi przez érodek H,
a wiec musi by¢ asymptota. Powtarzamy to samo dla
punktu Q. O

Uzbrojeni w odpowiednie narzedzia mozemy zaatakowac
zadanie. Dla wygody przypominamy jego tresc¢:

Dany jest ostrokatny tréjkat ABC o ortocentrum H oraz okregu
opisanym 2. Niech M bedzie srodkiem boku BC'. Na krétszym
tuku BC okregu  wybieramy taki punkt D, ze X BAD = <M AC'.
Niech E bedzie takim punktem na €, ze DE | AM, za$§ F
rzutem prostokatnym punktu D na prosta BC. Proste HF' i AM
przecinaja sie¢ w N, a R jest odbiciem H wzgledem N. Udowodnij,
ze XAER = xHFD.

Rozwigzanie zadania. Niech O bedzie érodkiem 2. Niech
E’ bedzie przecieciem hiperboli prostokatnej H z €2,
ktora jest izogonalnym sprzezeniem prostej OD w ABC.

Udowodnimy, ze F = E’. Niech S to érodek HE'.

Z lematu 1 punkt S to réowniez $rodek H.

7 twierdzenia 3 wynika, ze prosta F'S to prosta Simsona
punktu D oraz asymptota H. Z lematu 2 wynika, ze
F'S przechodzi przez érodek K odcinka HD oraz jest
prostopadia do AM. Skoro S i K, to $rodki HD i HE'
to KS | DE', wigc DE’ L AM, a zatem E = E'.

Kolejny krok to przeksztalcenie tezy, poprzez
przeliczenie katéw. Bedziemy chceieli pozby¢ sie
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punktéw N i R. Zauwazmy najpierw, ze skoro AM | KF
oraz MB 1 FD, to xAMB = <xKFD.

W tej sytuacji
XAER — ¥DER = ¥xDFEA = xDCA

=180° — xDAC — xADC

= 180° — xBAM — xABC = xBMA

=xKFD=%xHFD — xHFK,
wiec teza jest réwnowazna udowodnieniu
XDER = xHFK, co z réwnoleglosci SN || ER
(linia $rodkowa) i SK || ED daje, ze wystarczy
udowodnié¢ réwnoramiennosé trojkata FSN. To za$ jest
rownowazne stwierdzeniu, ze F' i S sa swoim odbiciem
wzgledem AM.

DI

Niech D’ bedzie punktem antypodycznym do D, a F’
to rzut D' na BC'. Analogicznie jak dla D dostajemy,

ze prosta F'S to prosta Simsona D’ i jednoczes$nie
druga asymptota H. Wynika z tego, ze SF' || AM, bo
asymptoty H sa prostopadte. Skoro O jest srodkiem
DD’ oraz OM 1 BC, to M jest $rodkiem FF’, co

z réwnolegloéci SF' || AM daje teze. O

Mam nadzieje, ze przedstawione wtasnosci hiperboli
prostokatnych, jak réwniez rozwiazane za ich pomoca
zadanie, zacheca Czytelnikéw do dokladniejszego
zapoznania si¢ z tym bardzo eleganckim i pozytecznym
obiektem geometrycznym.



