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O twierzeniach Go6dla o niezupelnosci
pisali migdzy innymi Michal Korch w A%g
i Michatl Skrzypczak w Agl.

i Zadania
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rozumieé, ze grzeczna odpowiedz nie znaczy prawdziwa, a przekonujacy ton nie
jest dowodem kompetencji.

Dlatego tak wazna jest dziedzina, ktéra dopiero raczkuje: Explainable AT —
wyjasnialna sztuczna inteligencja. Jej celem nie jest budowanie coraz wiekszych
modeli, ale zrozumienie tych, ktére juz mamy. Jak dzialaja? Czy dzialaja?
Dlaczego nie dzialaja? Co mozna zrobié¢, by dzialaly lepiej? Jak kontrolowac
ich zachowanie, zanim wyrzadza szkode, a nie dopiero po fakcie? To pytania, na
ktore musimy znalezé odpowiedzi — i na ktére odpowiedzi znajdziemy.

Wir miissen wissen. Wir werden wissen. Musimy wiedzie¢. Bedziemy
wiedzie¢. Hilbert wypowiedzial te stowa w 1930 roku, wierzac, ze matematyka
zdola rozwigzaé wszystkie swoje problemy. Historia pokazala, ze byl

zbyt optymistyczny — juz rok pdzniej Kurt Gédel udowodnil twierdzenia

o niezupelnosci. Ale sam duch tych stéw pozostaje aktualny: nie jesteSmy
biernymi obserwatorami rzeczywistosci, czekajacymi, az technologia zrobi

z nami, co zechce. Jestedmy pokoleniem odkrywcéw. Tak jak poprzednie
pokolenia uczyly si¢ nawigowa¢ po oceanach, omijajac rafy i mielizny, tak my
uczymy sie nawigowaé po przestrzeni mozliwodci sztucznej inteligencji. Rafy
istnieja — opisatem cztery z nich. Ale istnieja tez szlaki, ktore prowadza do
miejsc, gdzie jeszcze nikt nie dotart. Do szybszych odkryé¢ naukowych, lepszej
medycyny, bardziej dostepnej edukacji. Do narzedzi, ktére wzmacniaja ludzka
inteligencje, zamiast ja zastepowac¢. Rok 2025 przynidst spektakularne wpadki.
Rok 2026 przyniesie kolejne — to pewne. Ale przyniesie tez nowe metody
weryfikacji, nowe techniki wyjasniania, nowe sposoby kontroli. Przyniesie
badaczy, ktorzy zamiast Slepo ufaé¢ lub bezkrytycznie odrzucaé, naucza sie
zadawaé wlasciwe pytania. A wladciwe pytania — jak kazdy matematyk wie —
sg warte wiecej niz pochopne odpowiedzi.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1141. Podczas suchego, bezwietrznego dnia, po polnej drodze przejechalt
samochéd, wzniecajac chmure pytu — drobnego piasku — na wysokosé

h =5 m. Oszacuj, po jakim czasie 7 pyl catkowicie opadnie. Przyjmij, ze
najmniejsze ziarenka pylu maja érednice D ~ 0,02 mm i sa okruchami

kwarcu (SiOz) o gestosci p = 2,6 - 10° kg/m?, a lepko$é¢ powietrza wynosi
n=1,85-1075 kg/(m - ). Przyspieszenie ziemskie wynosi 9,81 m/s.
Wskazowka: dla matych predkoéci v sita F' oporu powietrza wynosi: F' = 3nnvD.

F 1142. W czasie t; = 1 min grzatka o mocy P = 250 W podgrzata wode

w naczyniu od 77 = 80°C do T, = 85°C. Po wyltaczeniu grzalki w czasie

to = 0,5 minuty temperatura wody spadla o AT = 1°C. Jaka masa m wody
znajdowala si¢ w naczyniu? Cieplo wlasciwe wody wynosi ¢ = 4,2 - 103 J/(kg - K),
a temperatura otoczenia wynosita 20°C.

Przygotowal Dominik BUREK

M 1849. Punkty F' i E leza na bokach, odpowiednio, AB i AC' réwnolegtoboku
ABKC w taki sposéb, ze BE = C'F. Udowodni¢, ze punkt K jest rownoodlegly
od prostych BE i CF.

M 1850. Niech 1 < 29 < -+ - < xgp26 bedzie rosnacym ciagiem liczb naturalnych.
Dlai=1,2,...,2026 zdefiniujmy

pe (o) () (s 1),

Jaka najwieksza liczbe liczb catkowitych dodatnich moze zawieraé zbiér

{p1,p2,. .- P2026}7

M 1851. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb catkowitych m oraz n > 2 takie, ze
(n=1)!=n)-(n—2)! =m(m—2).


https://www.deltami.edu.pl/2019/12/nieskonczonosc-7-rozmyslania-o-myslakach/
https://www.deltami.edu.pl/2021/04/musimy-wiedziec-ale-czy-bedziemy-wiedziec/
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ﬁ Rozwigzanie zadania M 1849.

Poniewaz BK || EC oraz CK || FB,

¢ to

[KBE] = [KBC] = [KFC].
Biorac pod uwage réwnosé
BE = CF, dostajemy, ze odlegtosci
punktu K od prostych BE i C'F sa

réwne.

i Rozwigzanie zadania M 1850.

Zauwazmy, ze liczba )
pPr=T1 — —
T
nie moze by¢ dodatnia liczba catkowita. Istotnie, jezeli z1 =1,
to p1 = 0, a jezeli x1 > 1, to p1 nie jest liczba catkowita,
jako réznica liczby catkowitej i niecatkowitej. Zatem wérod
liczb p; moze by¢ co najwyzej 2025 liczb catkowitych.

Pokazemy, ze mozna osiagnaé ich 2025. Dla 1 =2, zo = 3

mamy
1 1
p=(2-3) (5 -5) =4

Dla n > 2 potézmy ,+1 = pn. Wowczas
1
Pn+1 = pn(CCn-H — 7) = Pi -1
Tn+1

Jedli wiec py, jest liczba catkowita, to ppy1 réwniez jest
liczba catkowita, a dodatkowo zn+2 = pny1 jest wieksze

od Zp4+1 = pn. W ten sposéb otrzymujemy rosnacy ciag
Z1,...,%2026, dla ktérego 2025 sposréd liczb p; jest liczbami
catkowitymi.

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1851.
Zalézmy, ze liczby catkowite m oraz m > 2 spelniajg réwnosé
z zadania. Zauwazmy, ze

(n=1!=1)((n—2)!—1)
=n—-1Dn-2)=-n-1)=(n-2)+1
= ((nfl)!fn)(an)!+1:m272m+1: (m —1)2
Przypuéémy najpierw, ze n > 4. Pokazemy, ze liczby
(n—1)! =1 oraz (n — 2)! — 1 sa wzglednie pierwsze. Istotnie,
gdyby obie dzielily si¢ przez pewna liczbe pierwsza p, to
rowniez dzielitaby si¢ przez p liczba
m—1)—1-(n—-1)((n-2)!-1)=n-2.
Stad wynikaloby, ze p | (n — 2)!, a jednoczesnie
D | ((n —2)1 - l), co jest niemozliwe.

Zatem iloczyn dwoéch wzglednie pierwszych liczb

(n=1)1=1)((n—2)!—1)
jest kwadratem liczby catkowitej, a wiec kazda z nich musi
by¢ kwadratem liczby catkowitej. Jednak dla n > 4 liczba
(n —1)! — 1 daje reszte 3 przy dzieleniu przez 4, co wyklucza
mozliwos¢ bycia kwadratem.

Pozostaje rozpatrzyé przypadki n < 4. Dlan =4
otrzymujemy

(m—1)>=5,
co nie ma rozwigzan catkowitych. Dla n = 3 dostajemy
(m—-1)>=0,
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skad m = 1. Zatem jedynym rozwiazaniem jest para
m=1n=3.

& Rozwigzanie zadania F 1141.
Po wzniesieniu sie na wysoko$¢ h ziarna pytu opadaja
pod wpltywem wtasnego ciezaru i sity oporu F. Czas 7
catkowitego opadniecia chmury pytu jest réwny czasowi
opadania najmniejszych jego ziaren z wysokoéci h. Réwnanie
ruchu dla ziarna o masie m ma postaé¢ (predkosé v
skierowana jest w doét):

dv

ma =mg — 3mDv,

dv _ 3mnD o M
dt m 3mn D )’

Sita ciezkosci jest stata, a wartos¢ sity oporu roénie
proporcjonalnie do predkosci i po pewnym czasie
zréwnowazy ciezar ziarna. Nastapi to, gdy predkosé
spadania osiagnie wartos¢:

czyli:

o _ gm _ pgD?
97 3mD ~ 18p
W ostatniej réwnoéci uwzgledniliémy fakt, ze m = wpD3 /6.
Do czasu osiaggniecia predkosci vy, ziarenko piasku spada
z predkoscia od niej mniejsza. Na pewno wiec czas spadania:

h
T> —.
Vgr
Dla danych z treéci zadania otrzymujemy
vgr = 3,064 - 1072 m/s i oszacowanie 7 > 163 s, czyli
ponad 2,5 minuty. Pelne rozwigzanie réwnania ruchu:

v(t) = vgr <1 — exp <37::7LD1§)> ,

pozwala stwierdzié, ze vy, zostanie osiagniete po czasie
réwnym kilka razy 3mnD/m = D?*p/(18n), czyli czasie rzedu
setnych czesci sekundy.

Uwaga: Przyjety w rozwiazaniu wzér opisujacy site

oporu podczas ruchu z predkoscia v wzgledem osrodka

0 gestosci pos jest poprawny, gdy tzw. liczba Reynoldsa

Re = posDv/n < 1. Osrodkiem jest tutaj powietrze

o0 gestosci pos = 1,3 kg/m>. W naszym przypadku liczba
Reynoldsa wynosi wiec Re ~ 4,3-1072 < 1, a wiec warunek
jest spelniony.

& Rozwigzanie zadania F 1142.

Podczas opisanych w tresci zadania proceséw grzania

i chtodzenia wody zmiany jej temperatury sa niewielkie,

i przez caly czas temperatura wody jest znacznie wyzsza od
temperatury otoczenia. Mozemy wiec przyjaé, ze szybkosé
strat ciepta w obu przypadkach jest taka sama — oznaczmy
tracong moc jako P’. Podczas grzania mamy:

(P — Pl)tl =m- C(TQ — Tl),

a podczas chtodzenia po wylaczeniu grzaltki:
P'ta = m - cAT.
Po wyznaczeniu P’ z pierwszego réwnania i podstawieniu do
drugiego otrzymujemy:
tgP

o(E(Te = Th) + AT)
Liczbowo: m = 0,510 kg wody.

m =



