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Ciag zadan
Barttomiej BZDEGA

Kilka lat temu, w czasie Szkoly Matematyki Poglgdowej, w luznej, zakulisowej
rozmowie, zaproponowatem, by to, co zwykliSmy nazywaé ,,zbiorem zadan”
przemianowaé na ,ciag zadan” — zadania sa przeciez zazwyczaj utozone w jakiejs
sensownej kolejnosci i prawie zawsze ponumerowane. Nazwa ta niestety nie przyjeta
si¢ — prawdopodobnie dlatego, ze zbyt wiele ksiazek wymagatoby wymiany okladek.
Ale do kacika pasuje.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

funkcji f: X — ..., w ktérym okreslamy dziedzine, ale nie
chcemy nazywaé zmiennej. W takich okolicznosciach piszemy
yfunkcja f” i analogicznie — ,ciag (a)”.

Przykltad (57 OM, zmodyfikowane). Niech ¢ bedzie
ustalona liczba catkowita dodatnia. Ciag (a)$° liczb calkowitych
dodatnich spetnia rekurencje a,11 = 7(a,) + ¢ dla kazdego
n > 1, w czym 7(m) oznacza liczbe dzielnikéw liczby m.
Wykazaé, ze ciag (a) jest od pewnego miejsca okresowy.

00, a niekiedy

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze 7(m) < im + 1, gdyz w przedziale (m/2, m)
nie ma dzielnikéw m. Wynika z tego, ze jesli a,, > 2c+2, to ap41 < %an +1+c<ay.
Istnieje zatem liczba N, dla ktorej ay < 2¢ + 2. Z drugiej strony, jesli a,, < 2¢c+ 2,
to mamy an+1 < %an +1+4c<2c+ 2. Z tego wynika, ze 1 < a,, < 2c+ 2 dla
wszystkich n > N. Zbiér wartosci ciagu jest skoniczony (ale ciag nie jest), a wiec dla
pewnych catkowitych M,t > 0 zachodzi réwnos$¢ aps+: = apr. Kazdy wyraz ciagu
jednoznacznie okresla nastepny, a wiec indukcyjnie dowodzimy, ze a,4¢ = a, dla
wszystkich n > M.

Mamy tu elementy teorii liczb, analizy i kombinatoryki. Brakuje tylko geometrii.
Ale geometria bedzie — jest ukryta w jednym z ponizszych zadan.

Zadania

1. Dana jest liczba naturalna n > 3 oraz ciag arytmetyczny (a) = (a1, az,...,an).
Wiadomo, ze liczba a; + 2as + . .. 4+ na, jest wymierna. Dla jakich n wynika
z tego, ze co najmniej jeden wyraz ciagu (a) jest liczba wymierna? (52 OM)

2. Dany jest ciag (b)5° réznych, nieujemnych liczb calkowitych, spelniajacy
warunki: by =01 b, < 2n dla n > 0. Udowodnié, ze dla kazdej liczby catkowitej
m > 0 istnieja liczby catkowite k,l > 0, dla ktérych by + by = m. (70 OM)

3. Ciag (a)$° ma taka wlasnos$é, ze dla wszystkich calkowitych dodatnich k,
zachodzi podzielno$é k + 1 | ar + a;. Udowodnié, ze jesli k £ 1, to k —1 | ar — ay.
(74 OM)

4. Rozwazmy zbiér wszystkich n-wyrazowych ciagéw o wyrazach ze zbioru
{1,2,...,k}. Z kazdego takiego ciagu wybieramy najmniejszy wyraz. Udowodnié,
ze suma wszystkich wybranych wyrazéw jest réwna 1™ + 2" + ... + k™. (54 OM)

5. Dana jest liczba naturalna k. Ciag (a)$° okres§lamy réwnosciami: a; = k + 1 oraz
ani1 = a2 — ka, + k dla n > 1. Wykazaé, ze jesli m # n, to liczby a,, i a,, sa
wzglednie pierwsze. (53 OM)

6. Dla kazdej liczby caltkowitej dodatniej n wyznaczy¢ najwieksza mozliwa dlugosé
ciaggu spetniajacego nastepujace trzy warunki:

(1) wszystkie wyrazy naleza do zbioru {1,2,...,n},

(2) zadne dwa kolejne wyrazy nie sa réwne,

(3) w wyniku wykreélenia czeSci wyrazéw nie mozna otrzymaé ciagu postaci
(z,y,z,y) dla z # y. (62 OM)

7. Ustalmy liczbe pierwsza p oraz liczby calkowite dodatnie a,n < p. Niech A bedzie
zbiorem reszt z dzielenia przez p liczb a, 2a, 3a, ..., na. Dowiesé, ze ze zbioru
A mozna wybraé |y/n| elementéw, ktére uporzadkowane rosnaco sa kolejnymi
wyrazami pewnego ciagu arytmetycznego. (11 WLM)

8. Niech n > 3 bedzie liczba naturalna. Ciag (C)§ liczb nieujemnych spelnia
warunek C,C, 4+ C,Cs = CpyCy4r dla wszystkich catkowitych p,q,r,s >0
spetniajacych rownosé p + ¢ + r + s = n. Znajac C1 = 1, wyznaczy¢ wszystkie
mozliwe wartosci Cy. (60 OM)

9. Cigg (a)$° zdefiniowany jest nastepujaco a; = % Oraz A4l = Trg—aZ dla k > 1.
¢ k
Dowie$é, ze a1 - as - ... - ap < \/% dla wszystkich n > 1. (5 WLM)
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