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Zadania z matematyki nr 921, 922

Redaguje Marcin E. KUCZMA
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921. W tréjkacie ABC punkt D jest spodkiem wysokosci CD. Punkt E lezy
wewnatrz tego tréjkata i zachodza zwiazki: AC > BC = BE, CD? = AD - BD.

Dwusieczna kata AED potowi bok AB. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci

Termin nadsylania rozwiazan: 31 VII 2026

miary kata ABC.

922. Niech o(k) oznacza sume wszystkich (dodatnich) dzielnikéw liczby

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
907 (WT = 2,42) i 908 (WT = 2,10)

z numeru 10/2025
Michal Adamaszek

nie ma granicy.
Kopenhaga 44,15

naturalnej k. Niech A,, bedzie $rednia arytmetyczna liczb o(k)/k po
k=1,...,n. Obliczy¢ granice ciagu (A,) gdy n — oo lub wykazaé, ze ten ciag

Zadanie 922 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadain z numeru 1/2026

Krzysztof Kaminski Pabianice 40,19
Roksana Stowik 39,93
Marian Lupiezowiec Gliwice 39,55
Stanistaw Bednarek ¥6dz 38,25
Mikotaj Pater 36,35 Przv ina $¢ zadaii:
Jedrze Biedrzycki 3418 rzypominamy tres¢ zadan:

913. Niech m bedzie liczba naturalna nieparzysta. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwg liczno$é zbioru M,

Pan Michal Adamaszek (10 x 44): szésty
uczestnik Ligi matematycznej

N ma sume rézng od zera.
z dwucyfrowg liczbg wykonanych rund!

zawartego w przedziale [—m, m], zlozonego z liczb calkowitych, w ktérym kazda tréjka réznych liczb

914. Znalezé wszystkie pary a, b liczb rzeczywistych réznych od zera, dla ktérych funkcja f: R — R
dana wzorem f(z) = |sin(az)| + | cos(bx)| jest okresowa.

913. Od razu widaé, ze zbiér {0,1,...
liczb o sumie zerowej (krétko: trdjki zerowej); zatem m + 1
jest osiagalng licznoscia zbioru M (tu i dalej elementami

,m} nie zawiera tréjki

rozwazanych zbioréw sg liczby caltkowite). Pokazemy, ze nie
da sie uzyskaé wiekszej licznoéci; czyli udowodnimy, ze

(%)  jeSli M C [—m,m] jest zbiorem liczb bez tréjki zerowej
(m — liczba nieparzysta), to |M| < m + 1.

Rozpatrzymy najpierw specyficzne sytuacje (i), (ii), (iii).
Oznaczenia: My = M N[0,m], M— = M N [-m,0).

(i) Gdy m € M oraz —m € M. Wéwczas 0 ¢ M (brak tréjki
zerowej). Rozbijamy zbiér M_ \ {—m} na pary postaci
{—m+k,—k}, gdzie k=1,..., %(mfl). Skoro m € M, zatem
z kazdej z tych par moze wej$¢ do zbioru M co najwyzej
jedna liczba. Dlatego [M_| < 3(m — 1)+ 1= 1(m +1).
Skoro —m € M, zatem (analogicznie) |[My| < 4(m+ 1). Stad
M = M|+ [M_| < m+ 1.

(ii) Gdy m € M, ale —m ¢ M, za to —m + 1 € M. Rozbijamy
zbiér M_ \ {—m} na pary tak samo, jak w przypadku (i);

ale teraz M_ \ {—m} = M_, i dlatego |M_| < 1(m —1).
Elementy nieujemne taczymy w pary postaci {l, m—1—1}, gdzie
1=0,...,2(m—3); jest ich 1 (m —1). Skoro —m +1 € M,

z kazdej z nich wchodzi do zbioru M co najwyzej jedna
liczba. Nietrudno sprawdzi¢, ze te pary lacznie wyczerpuja
wszystkie liczby z przedziatu [0, m—1], z wyjatkiem

jednej, ,centralnie potozonej” liczby %(m —1). Zatem

[My| < 3(m—1)+ 141 (dwa ostatnie skladniki biory sie

z uwzglednienia tej liczby ,,centralnej” oraz samej liczby m).
Stad [M| = [M_| +|My| < 3(m— 1)+ 3(m +3) =m + 1.

(iii) Gdy —m € M, ale m ¢ M, za to m — 1 € M. To przypadek
dokladnie symetryczny do (ii); rozumowanie przenosi si¢ przez

zmiang znaku wszystkich elementéw (oraz przerzucenie liczby 0
do M_) i ponownie daje oszacowanie |M| < m + 1.

Dowdd wlasnosci () przeprowadzimy przez indukcje (po
liczbach nieparzystych, wigc ze skokiem o 2). Przypadek
bazowy (m = 1) jest banalny. Ustalmy liczbe nieparzysta m > 3
i przyjmijmy wlasno$¢ analogiczng do (x) dla m — 2: kazdy
zbiér bez tréjki zerowej, lezacy w przedziale [—m + 2, m — 2]
liczy nie wiecej niz m — 1 elementéw. Wezmy teraz dowolny
zbiér M C [—m, m] bez tréjki zerowej. Jego czes$é zawarta

w przedziale [—m + 2, m — 2] jest mocy < m — 1.
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I teraz: jesli czes¢ pozostata, czyli zawarta w zbiorze

{—m, —m+1,m—1,m} jest mocy < 2, to caly zbiér M liczy nie
wiecej niz m + 1 elementéw; to teza indukcyjna. A jezeli czesé
zbioru M zawarta w {—m, —m+1,m—1,m} jest mocy > 3, to
musi mie¢ miejsce jedna z sytuacji (i), (ii), (iii); w kazdej z nich,
jak pokazano wyzej, dostajemy oszacowanie |M| < m + 1, wiec
takze mamy teze indukcyjna. Wlasnosé (x) zostala udowodniona.
Stad odpowiedz: maksymalna liczno$é zbioru M wynosi m + 1.

914. Zbadamy najpierw przypadek, kiedy b = 1, czyli

f(z) = |sinaz| + | cosz|. Jedli a jest liczba wymierna, a = k/m
(k,m € Z\ {0}), to kazdy z dwbch sktadnikéw definiujacych f
jest funkcja okresowa (o okresie mm), wiec funkcja f tez.

W druga strone: zalézmy, ze f jest funkcja okresows z okresem
T > 0 (niekoniecznie minimalnym): f(x +T) = f(z). Biorac
kolejno z = 0, z = 7, dostajemy zwiazki

) |sinaT| + |cosT| =1,

|sin(an+aT)| + | cos(m+T)| = |sinarn| + 1;
przy tym |cos(m + T)| = |cosT| (liczba 7 jest okresem
podstawowym kazdej z funkcji |sin |, | cos|). Odejmujemy
stronami pierwsza réwnosé (1) od drugiej i, korzystajac z tego,
ze |sin(a+ B)] < |sinacos 8] + |sin Bcosal, otrzymujemy po
prostym przeksztalceniu nieréwnosé
| sin amr| (\ cosal| — 1) + | sin aT|<| cosam| — 1) > 0.

Tu oba sktadniki sa niedodatnie, wigc musza by¢ zerami; dla
pierwszego z nich oznacza to alternatywe

(2) sinamr =0 lub
Jesli zachodzi pierwsza z réwnosci (2), to a jest liczbg
catkowita (wiec wymierna). Jesli zachodzi druga réwnosé (2),
to aT (# 0) musi by¢ catkowita wielokrotnoscia 7, wiec
T = kn/a (dla pewnego k € Z). Wstawiamy to do pierwszego
réwnania (1) i dostajemy |cos (kw/a)| =1, skad kn/a =mn
(dla pewnego m € Z) — czyli a = k/m. WykazaliSmy, ze
f(z) = |sinazx| + |cosz| jest funkcja okresowa wtedy i tylko
wtedy, gdy a jest liczbg wymierng.

|cosaTl| = 1.

Przypadek ogélny (funkcja okreslona w tresci zadania) przez
oczywista zamiane zmiennej y = bz (b # 0) sprowadza badana,
funkcje do postaci | sin(% y)| + | cosy|. Na mocy przypadku juz
rozpatrzonego wnosimy, ze funkcja f jest okresowa wtedy i tylko
wtedy, gdy stosunek a/b jest liczba wymierna. [Rozwiazanie
wedlug pomystu autora zadania (Witold Bednarek).]



Zadania z fizyki nr 818, 819
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Klub 44 F

818. Przekrdj szklanego pryzmatu jest prostokatnym tréjkatem

réwnoramiennym (rysunek). Podstawa AC' i $cianka boczna BC sa gladkie,

Scianka boczna AB — matowa. Szklo, z ktorego wykonano pryzmat, ma

Termin nadsylania rozwigzai: 31 VII 2026 wspolezynnik zalamania n. Pryzmat stoi na gazecie. Jaka czesé powierzchni
B tekstu widzi obserwator, ktéry patrzy przez gladka $cianke BC'?

819. W naczyniu znajduje sig¢ ciecz i jej para nasycona. W wyniku procesu
izotermicznego rozprezania objetos¢ zajmowana przez pare wzrosla 8 = 3 razy,
a cis$nienie pary zmalalo o = 2 razy. Znalez¢ stosunek masy cieczy do masy pary
znajdujacych si¢ w naczyniu w chwili poczatkowej. Objetos¢ zajmowana przez

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F ciecz zaniedbad.
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
804 (WT = 2,2), 805 (WT = 1,5)

z numeru 10/2025
Biatystok 5-44+41,04
Jacek Konieczny Poznan 41,41
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 6-37,19

Andrzej Nowogrodzki

Jan Zambrzycki

Chocianéw 3-36,28
Krzysztof Zygan Lubin 34,85 strony wynosi [/3.
Ryszard Wozniak  Krakéw 34,5
Tomasz Wietecha Tarnéw 18-27,40
Pawel Kubit Krakéw 21,82
Marian Lupiezowiec Gliwice 3-19,65
Zbigniew Galias Krakéw 1-14,75

Przypominamy tre$é¢ zadan:

Rozwigzania zadan z numeru 1/2026

810. Gtladki, jednorodny sznurek o dlugosci [ i masie m przerzucony jest przez niewielki nieruchomy
blok tak, ze w chwili poczatkowej pozostaje w rownowadze, a po lekkim przesunieciu zaczyna
zeslizgiwac sie z bloku. Znalez¢ site nacisku sznurka na blok w chwili, gdy jego dlugos¢ z jednej

811. Naladowany kondensator ptaski znajduje si¢ w jednorodnym polu magnetycznym, ktérego
linie sa prostopadtle do plaszczyzn okladek. Odleglo$é miedzy okladkami wynosi d, indukcja pola
magnetycznego B. Wewnatrz kondensatora, kolo ujemnie naladowanej oktadki znajduje si¢ zrédto
powolnych elektronéw wysytanych w réznych kierunkach. Jakie musi by¢ napiecie miedzy okladkami,
aby elektrony ogniskowaly si¢ z mozliwie najlepsza dokladnoscig na dodatnio naladowanej oktadce?

Oddzialywanie migdzy elektronami zaniedbujemy.

810. Sit¢ naprezenia sznurka N w badanej chwili mozemy
obliczy¢ z réwnan ruchu:

2mg/3 — N =2ma/3, N —mg/3=ma/3,

gdzie a jest przyspieszeniem sznurka, stad

N = 4mg/9.
Szukana sita F' nacisku na blok wynosi
(1) F =2N — AF,

gdzie AF jest wypadkowa sktadowych pionowych sit
dosrodkowych dzialajacych na elementy sznurka lezace na bloku.
Mimo ze promieri r bloku jest maly, nie mozemy jej pominaé,
bo masa tej czesci sznurka Am ~ r, a przyspieszenie dosrodkowe
aq ~ 1/r.

Site AF mozemy wyliczy¢ z zasady zachowania pedu.
Rozwazmy maly przedzial czasowy At, w ktérym cze$é sznurka

o predkosci v i masie mvAt/l przechodzi przez blok, a jej
predko$¢ zmienia si¢ z v na —v. Spelnione jest réwnanie:

AFAt = 2mv*At/l,
(2) AF = 2mv? /1.
Predkos¢ v w badanej chwili mozemy obliczy¢ z zasady
zachowania energii:
—mgl/4 = —mgl/18 — 2mgl/9 + mv* /2,

(3) v? = gl/18.
Z réwnan (1)—(3) otrzymujemy szukang sile nacisku:
F =17mg/9.

811. Niech 0§ Z bedzie skierowana przeciwnie do wektora
natezenia pola elektrycznego E. Ruch elektronu jest ztozeniem

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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ruchu wzdluz osi Z oraz ruchu po okregu w plaszczyznie
prostopadtej do B. Ze strony pola elektrycznego na elektron
dziala sita F = —eE, ktéra nadaje mu przyspieszenie wzdtuz
osi Z o bezwzglednej wartosci

a; =eE/(m) = eU/(md),

gdzie U jest napieciem miedzy okladkami, m masg elektronu,
—e jego tadunkiem. W plaszczyznie prostopadiej do Z elektron
porusza si¢ po okregu o promieniu R = mv, /(eB), a v, jest
rzutem jego predkosci na plaszczyzne prostopadla do Z. Okres
obrotu

T =2mm/(eB).

Aby wiazka elektronéw ogniskowata si¢ w jednym punkcie na
dodatniej oktadce, czas ich przelotu miedzy oktadkami musi
wynosi¢ nT', gdzie n = 1,2,3,..., czyli spelniony musi by¢
warunek:

d=v,nT + a.n’T?/2 = v,nT + eUn>T? /(2md),

gdzie v, jest zetowg sktadows predkosci elektronu emitowanego
ze zrédla. Dla réznych katow emisji v, jest inne, i zogniskowanie
wigzki w jednym punkcie nie jest mozliwe. Poniewaz jednak
zrédlo emituje powolne elektrony, mozemy w poprzednim
wzorze zaniedbaé pierwszy wyraz zalezny od predkosci. Stad
otrzymujemy warunek na napiecie miedzy oktadkami:

U = ed®B?/(2x*nm).
Jest to wynik przyblizony. Elektrony nie skupiajg si¢ w jednym
puncie, lecz tworza ,plamke” na dodatnio natadowanej oktadce.
Jej rozmiar bedzie najmniejszy dla n = 1. Ostatecznie szukane
napiecie wynosi:
U = ed’B*/(2r°m).

wspo6lezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



