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Moja mlodsza céreczka lubi, kiedy biore ja na rece

i siadam na pilce do ¢éwiczen. Delikatne kotysanie na
gumowej pilce ja uspokaja, a czasem nawet pomaga
zasnac¢. Niestety nieraz zdarza mi sie, ze gdy juz
usiade, zauwazam tuz obok jaki$ mebel lub — co gorsza
— szeleszczace zabawki, a tego akurat zasypiajace
maluszki nie lubia. OczywiScie moge sie przeturla¢ nieco
w bok, ale wtedy siedzialbym nieréwno, nie na samym
szczycie pitki, co po chwili robi sie¢ meczace (rys. 1). Jak
wiec wydostaé sie z niechcianego kata?
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Rys. 1. Siedzenie na samym szczycie pitki do ¢wiczen jest wygodne,
siedzenie bardziej z boku juz nie (i grozi wypadkiem)

Sformultujmy ten problem nieco $cislej, przyjmujac
pewne uproszczenia. Pitka niech bedzie idealng sztywna
sfera (o promieniu R & 30 ¢cm) poruszajaca sie bez
poslizgu po ptaskim podlozu. Miedzy pitka a siedzacym
réwniez nie ma podlizgu, wiec miejsce ich styku jest
zawsze w tym samym miejscu sfery — poczatkowo

w najwyzszym jej punkcie. Zadanie polega na wskazaniu
takiego toru przetaczania pitki, by wspomniane miejsce
styku znowu znalazlo sie na szczycie, ale sama pitka
byla juz gdzie indziej.

Moze sie wydawaé, ze problem jest beznadziejny — jesli
pitka przetoczy sie gdzie indziej, to przeciez miejsce
styku rowniez sie przesunie. Na szczescie tak nie jest,
a przykladowe rozwiazanie wida¢ na rysunku 2 — po
prostu przetaczamy pitke po linii prostej na odleglto$é
2w R. Tyle ze w polowie drogi rodzic wraz z dzieckiem
musza. .. zapasé sie pod ziemie? Sprasowaé¢? Dodajmy
wiec nastepujace wymaganie: punkt siedzenia ma
pozostaé blisko najwyzszego polozenia, a przynajmniej
na gornej czesci pitki.
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Rys. 2. Po przetoczeniu o 27 R rodzic znowu jest na gérze pitki, ale za
jaka cene?

Da sie to zrobié! Ale zeby dobrze zrozumieé, co
sie tu dzieje z matematycznego punktu widzenia,
zacznijmy od eksperymentu myslowego. Stanmy na
biegunie péilnocnym zwrdceni w kierunku Paryza
(2°20" E). Przejdzmy 10000 km prosto, skreémy 90°
w lewo, jeszcze raz tyle samo prosto, w lewo i znowu
prosto. Jak wyobrazi¢ sobie taka wycieczke? Na
podstawie podanych wskazéwek mozna narysowaé
mentalng mape (rys. 3a): jest to lamana zlozona
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z trzech bokéw kwadratu. Rzeczywistosé wycieczki jest
jednak odmienna (rys. 3b): na koniec znajdujemy sie
z powrotem na biegunie.
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Rys. 3. Dwie ilustracje opisanej wycieczki — na plaszczyznie i na
sferze. To nie przypadek, ze tak réwno wyszlo: oryginalna definicja
metra z 1795 roku byla oparta wlasnie na dlugosci paryskiego
poludnika

Krzywa opisujaca wycieczke na Ziemi jest wiec
wzamknieta”, chociaz krzywa na mapie taka nie

jest. Mozliwa jest tez przeciwna sytuacja: jesli na
przyklad krzywa na mapie uzupelnimy o brakujacy
bok kwadratu, to odpowiadajaca jej wycieczka jeszcze
raz odwiedzi Paryz i zakonczy sie na réwniku. Widaé
wiec, ze plaszczyzna i sfera — czyli mapa i Ziemia — to
dwa rézne $wiaty. Opisana tu odpowiednio$é (znana
jako development map) pozwala powiazaé¢ dowolng
krzywa plaska z odpowiadajaca jej krzywa na zadanej
powierzchni (dowolnej, nie musi to by¢ sfera). Do tej
pory ograniczaliémy sie do krzywej tamanej, i woéwczas
jej odcinkom odpowiadaja tuki geodezyjne na sferze,
czyli fragmenty kot wielkich (o geodezyjnych mozna
bylo przeczytaé¢ w Al i|AS,). Oczywiscie prawdziwie
zakrzywione krzywe tez maja swoje odpowiedniki na
sferze.

Wracajac do problemu piltki, tatwo odtwarzamy
opisany eksperyment: odrysowujemy na podtodze
diagram z rysunku 3a (za bok kwadratu przyjmujac

5 R ~47cm) i po zadanym torze przetaczamy pitke.
Punkt styku pitki z podloga zakresla wtedy na sferze
tor z rysunku 3b. Skoro wraca on na swoje poczatkowe
miejsce na sferze, to na antypodach réwniez rodzic
laduje z powrotem na szczycie. To rozwiagzanie jest juz
fizycznie mozliwe, ale nadal niepraktyczne ze wzgledu
na duze odchylenie od pionu. Jedli zalezy nam, by to
odchylenie nie przekraczalo z gory zadanej tolerancji,
rozwazmy jeszcze jedno podejscie.

Zatanczmy biodrami, w koncu dzieci to lubia.
Dokladniej, wykonujmy na pitce koliste ruchy

i zobaczmy, gdzie nas to zaprowadzi. Na potrzeby
analizy przyjmijmy, ze pilka jest sfera jednostkowa,

a w wyniku naszych ruchéw punkt stycznoéci

z podlozem przemierza na niej okrag wyznaczony przez
kat « jak na rysunku 4, czyli ,,réwnoleznik szerokosci
geograficznej 90° — a”. Promien takiego okregu to sin a.
Ale gdy przetoczymy sfere wzdtuz rownoleznika, slad
na podlodze moze by¢ okregiem o innym promieniu
(polecam rozwazy¢ przypadek a = 90°). Tylko jakim?


https://deltami.edu.pl/2021/07/kartografia-normalna-plaszczakow/
https://deltami.edu.pl/2022/07/ktos-w-internecie-sie-myli-czyli-o-twierdzeniu-clairaut/

Rys 4. Nowy pomyst: ruch po
réwnolezniku

Wyznaczenie $ladu bedzie latwiejsze, jesli zalozymy
sferze czapeczke, czyli przytwierdzimy stozek styczny
do niej dokladnie wzdluz naszego réwnoleznika (jak
na rys. 5). Zamiast toczy¢ sama sfere, mozemy toczyé
stozek ze sfera w $rodku, a efekt bedzie ten sam.

Rys. 5. Sfera

z odpowiednia stozkowa
czapeczka — toczenie jej
po podlodze zostawia
ten sam $lad, co gdyby
toczy¢ samg sfere

To drugie jest naprawde tatwe i przed dalszg lektura
polecam Czytelnikowi samodzielnie zbudowaé stozek

z kartki papieru: nalezy w tym celu wycia¢ wycinek
kola (zreszta sama kartka A4 tez sie nada) i skleié
brzegi jak na rysunku 6. Gotowe? Przeturlajmy taki
stozek po stole, a zobaczymy, ze jego wierzchotek
pozostaje w miejscu. To oznacza, ze sladem jest okrag
o promieniu r réwnym dlugoéci odpowiedniej tworzacej
stozka, czyli odlegltoéci od wierzchotka do punktéow
rownoleznika. Z rysunku 5 odczytujemy, ze r = tg .

Rys. 6. Przepis na stozek: trzeba tak zgigé kartke, by kolorowe linie
tworzyly tworzace stozka, a nastepnie sklei¢ brzegi. Uzycie formatu
A4 daje stozek z nieréwng podstawa, ale to nie szkodzi

Dokad nas to prowadzi? Niby donikad, bo tylko krecimy
sie w kétko — tak na pilce, jak i na podlodze — ale. ..

Sprébujmy robié ésemki. Otéz po wykonaniu
jednego kétka zréobmy drugie, ale w przeciwna strone
(rys. 7). Po pierwszym kétku nasz slad na podlodze
ma takag dlugosé, jak okrag przemierzony na sferze,
czyli 27 - sin o, a to przeciez mniej niz 27r. Dokladniej,
proporcja dhugosci okregdéw wynosi:

sina  sina

= =cosa < 1.
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Rys. 7. Zataczanie 6semek biodrami daje pozadany efekt: punkt
siedzenia pozostaje blisko szczytu, a pitka konsekwentnie si¢ przesuwa

Przyktadowo, dla o = 30° jest to ? ~ 0,87, wykonalismy
wiec jedynie 87% pelnego okrazenia na podlodze.

Po wykonaniu drugiego kotka w przeciwng strone
oddalimy sie od punktu wyjscia jeszcze bardziej, na
okolo 28 cm. Nastepne 6semki powioda nas szczesliwie
w wybranym kierunku, hen, daleko od niebezpiecznego

kata z zabawkami.

Podsumowanie. Trzeba uczciwie przyznac, ze opisana
analiza nijak sie¢ ma do praktyki, bo przeciez piltka

do ¢éwiczen nie jest idealnie sztywna, a i poslizg moze
sie przydarzy¢. Jak to czesto bywa z matematyka
rekreacyjna, pozostaje nam wiec satysfakcja

z rozwigzanego problemu. Ale to nie wszystko.

Wspomnialem juz, ze odpowiednio$¢ miedzy krzywymi
posiada w literaturze wlasna nazwe: development

map. Widocznie nie jest to wylacznie zrédto rozrywki.
I rzeczywidcie, jest to pojecie pozyteczne, na przyktad
gdy chce sie rozwazaé ruch Browna (i ogdlniej
martyngaly) na réznych przestrzeniach [Hsu, Chapter 2].
Procedura przetaczania réwniez jest punktem wyjscia
do réznych rozwazan [Sharpe, Appendix B]. Jej
angielska nazwa, rolling without slipping or twisting,
wskazuje, ze istotny jest nie tylko brak poslizgu, ale

i brak skrecania. Wszak pitka obracajaca sie wokél
pionowej osi technicznie nie ma poslizgu (punkt

styku z podlozem jest nieruchomy), ale podlega
skreceniu, ktérego w procedurze przetaczania przeciez
musimy unikaé¢. Gdyby$my dopuscili skrecanie,
mieliby$Smy do czynienia z tzw. torsjg — ktéra pojawia
sie w typowym kursie geometrii rézniczkowej, ale
zazwyczaj w oderwaniu od swojej piecknej etymologii.

Torsje typowo definiuje si¢ wzorem VxY — Vy X — [X, Y]. Znaczenie
tych symboli nie jest tutaj bardzo wazne, chcialem tylko zwrécié
uwage, ze skrzetnie ukrywajg one swojg geometryczng zawartosc.

Moze wigc sa jakies pozytki z wieczornych rozwazan na
pilce?
Szkic tego artykulu przelezal dwa lata w szufladzie, wigc razem

z cOrka przezywamy teraz zupelnie inne matematyczne przygody.
By¢ moze jeszcze kiedy$ o nich napisze.
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