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Odpowiednikiem magisterium (doktoratu)
w carskiej Rosji byl doktorat (habilitacja)
na zachodzie Europy (np. w Cesarstwie
Niemieckim).
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Andriej A. Markow (1856-1922) byt
matematykiem rosyjskim. Z powodzeniem
pracowal w teorii liczb (utamki
lancuchowe, aproksymacja liczb), analizie
matematycznej (réwnania rézniczkowe

i catkowe), a po 1900 roku gléwnie

w teorii prawdopodobienstwa. Szczegdlnie
interesowal si¢ procesami
stochastycznymi, wprowadzil pojecie
taricuchéw Markowa. Ilustracja powyzej
przedstawia Andrieja A. Markowa, gdy
mial okolo 30 lat

Niezwykle rownanie Markowa
Jarostaw GORNICKI*

Andriej A. Markow studiowal matematyke na Uniwersytecie Petersburskim.
Tam tez w wieku 23 lat obronil prace magisterska (1880), a potem prace
doktorska (1884). Obie prace dotyczyly teorii liczb. Tresé pierwszej z nich
ukazala sie w dwoch czesciach w jezyku francuskim w prestizowym czasopiSmie
Mathematische Annalen (tom XV (1879), tom XVII (1880)).

Szkolna matematyka wystarczy, aby pokazaé, ze pochodzace z tej pracy
rownanie diofantyczne Markowa,

(%) m? +n? + k% = 3mnk,
ma w liczbach naturalnych nieskoriczenie wiele rozwiazani (m,n, k) o wyjatkowo
ciekawej strukturze.

Rozpocznijmy od prostej obserwacji. Z symetrii réwnania wynika, ze jesli
tréjka liczb naturalnych (m,n, k) jest jego rozwiazaniem, to jest nim réwniez
kazda inna permutacja wspélrzednych tego rozwiazania. Zatem, bez straty
0g0lnoéci, zbidér szesciu rozwigzan réwnania otrzymanych przez permutacje
jego wspdlrzednych bedziemy uwazaé za jedno rozwiazanie.

Zalézmy, ze dane mamy rozwiazanie (m,n, k) réwnania . Rozwazmy réwnanie
kwadratowe

®,,(2) = 2 +n? + k* — 3nkx = 2? — 3nkz + (n*> + k%) = 0.
Powyzsze réwnanie ma pierwiastek m oraz drugi pierwiastek m’ spetniajacy
wzory Viete'a:

m+m' =3nk i m-m' =n®+ k%

Oczywiscie m’ = 3nk —m jest liczba naturalna i tréjka liczb (m/,n, k) jest réwniez
rozwiazaniem roéwnania . Rozpatrujac analogiczne réwnania kwadratowe dla
pozostalych wspolrzednych:

®,(z) = m? + 2% + k* — 3mkx = 2% — 3mka + (m? + k?) =0,

Op(x) = m? +n? 4+ 2% — 3mnz = 22 — 3mnx + (m? +n?) =0,
korzystajac ze wzoréw Viete’a, znajdujemy kolejne rozwiazania. Reasumujac,
kazde rozwiazanie (m,n, k) generuje co najwyzej trzy rozwiazania sasiednie
postaci
(k) (3nk —m,n, k), (m,3mk —n, k), (m,n,3mn — k).

W liczbach naturalnych réwnanie ma oczywiste rozwiazanie (1,1,1). Zgodnie
ze wzorami rozwigzanie (1,1,1) ma jedno rozwiazanie sasiednie (2,1, 1).
Rozwiazanie (2,1,1) ma dwa rozwiazania sasiednie: (1,1,1) oraz jedno nowe
(5,2,1). Rozwiazanie (5,2,1) ma trzy rozwiazania sasiednie: (2,1,1) i dwa nowe
(13,5,1) i (29,5,2) itd. Uwazne spojrzenie na otrzymane wyniki sugeruje dwa
lematy.

Lemat 1. Rozwigzanie (m,n, k) réwnania ma rowne dwie wspolrzedne wiedy
i tylko wtedy, gdy jest postaci (1,1,1) lub (2,1,1).

Dowéd: Zalézmy na przyktad, ze n = k. Wtedy m? + 2n? = 3mn?, wiec

m? = n?(3m — 2). Oznacza to, ze n? dzieli m?, zatem n dzieli m. Istnieje wiec
liczba naturalna d taka, ze m = nd. Wtedy (z pierwszej réwnosci) d? = 3nd — 2
i 2 =d(3n — d). Oznacza to, ze d dzieli 2, wiec d =1 lub d = 2. W obu tych
przypadkach, z ostatniej réwnosci, mamy n = 1. Wreszcie m = nd daje nam

m =1 lub m = 2. Jedynymi mozliwymi rozwiazaniami o dwéch réwnych
wspolrzednych sa wiec tréjki liczb (1,1,1) lub (2,1, 1). Implikacja przeciwna jest
oczywista. O

Rozwiazania (1,1, 1) oraz (2,1,1) réwnania bedziemy nazywacé rozwigzaniami
osobliwymi. Rozwiazania te maja co najwyzej dwa rozwigzania sasiednie.
Nietrudno sprawdzi¢, ze kazde nieosobliwe rozwiazanie (m,n, k) réwnania
generuje trzy rozwiazania sasiednie dane wzorami .
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Lemat 2. Jesli rozwigzanie (m,n, k) réwnania () nie
jest osobliwe, to jedno z jego rozwigzan sgsiednich ma
mniejszg wspotrzedng maksymalng, a dwa pozostale
majqg wickszq wspotrzedng maksymalng.

Dowdd: Zaltézmy, ze m > n > k. Pierwiastkami réwnania

®,,(x) = 0 sa liczby m oraz m' = 3nk — m. Poniewaz
(n—m)(n —m') = ®,,(n) = 2n* + k* — 3n’k

<3n% —3n%k <0,

wiec liczba n lezy miedzy liczbami m i m/, zatem

m > m’'. Oznacza to, ze maksymalna wspélrzedna

rozwiagzania (m/, n, k) jest mniejsza niz maksymalna

wspOlrzedna rozwiagzania (m,n, k).

Pierwiastkami wielomianu ®,,(z) = 0 sa liczby n oraz
n' = 3mk — n. Poniewaz

(m —n)(m—n') = ®,(m) = 2m* + k* — 3m>k

< 3m? —3m?k <0,

wiec liczba m lezy miedzy liczbami n i n’. Skoro m > n,
to musi by¢ n’ > m. Zatem maksymalna wspélrzedna
rozwigzania (m,n’, k) jest wieksza niz maksymalna
wspbélrzedna rozwiazania (m,n, k). Analogicznie
maksymalna wspélrzedna rozwiazania (m,n,3mn — k)
jest wieksza niz maksymalna wspélrzedna rozwigzania
(m,n, k). |

7 wykazanego lematu wynika, ze réwnanie diofantyczne
Markowa (%) ma nieskoriczenie wiele rozwigzan)
Rozwiazania te tworza niezwykla strukture (drzewo).
Moéwi o tym nastepujacy rezultat.

Twierdzenie (A.A. Markow, 1879). Kazde rozwigzanie
(m,n, k) réwnania diofantycznego Markowa ()

jest polgczone (laricuchem rozwigzan sgsiednich)

z rozwigzaniem osobliwym (1,1,1). Ponadto wspdirzedne
kazdego rozwigzania s¢ liczbami parami wzglednie
prerwszyma.

Dowdd: Niech (m,n, k) bedzie nieosobliwym
rozwigzaniem réwnania (). Zgodnie z lematem 2
dla tego rozwiazania istnieje rozwiazanie sgsiednie
(mq,m1, k1) o mniejszej wspdlrzednej maksymalnej.
Jesli to rozwiazanie jest nieosobliwe, to generuje ono
rozwiazanie sasiednie (mg, ng, ko) 0 jeszcze mniejszej
wspolrzednej maksymalnej itd. Poniewaz w zbiorze
liczb naturalnych nie mozna utworzy¢ nieskonczonego
ciagu malejacego, wiec proces ten zakonczy sie, gdy
dotrzemy do pewnego rozwiazania o dwéch rownych
wspélrzednych (lemat 1). Jesli jest to rozwiazanie
(1,1,1), to twierdzenie jest udowodnione, jesli jest to
rozwiazanie (2,1,1), to ma ono rozwiazanie sasiednie
(1,1,1).

Zalézmy, ze istnieje rozwiazanie (m,n, k), w ktérym na
przyklad liczby m i n nie sa wzglednie pierwsze. Istnieje
woéwczas liczba pierwsza p > 1, ktora dzieli obie liczby
m i n. Ze wzgledu na réwnoéé («), p dzieli k. Oznacza
to, wobec wzoréw (xx|), ze liczba p jest dzielnikiem
wszystkich wspélrzednych kazdego rozwiazania
sasiedniego. Przechodzac tancuchem rozwigzan do
rozwiazania (1,1,1), otrzymujemy, ze p jest dzielnikiem 1.
Sprzecznosé. O

7 twierdzenia Markowa wynika, ze zaczynajac od rozwiazania osobliwego
(1,1,1) i przechodzac do kolejnych sasiednich rozwiazan z wigkszym maksimum
wspélrzednych, otrzymamy wszystkie rozwiazania réwnania ().
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Drzewo tréjek Markowa, czyli rozwigzan réwnania ()

Liczby Markowa mozna znalezé w bazie
OEIS pod numerem A002559.

Liczby naturalne pojawiajace sie jako wspolrzedne rozwiazan rownania
diofantycznego Markowa (x)) nazywamy liczbami Markowa. Ich poczatkowe
wartosci sa nastepujace:

M ={1,2,5,13,29,34,89,169, 194, 233, 433, 610, 985, 1325, 1597, 2897,
4181, 5741, 6466, 7561, 9077, 10946, 14701, ... }.
Z liczbami Markowa zwiazana jest sformutowana w 1913 roku przez Georga
Frobeniusa hipoteza jednoznacznosci: kazda liczba Markowa pojawia sig

dokladnie raz (z dokladnoscia do permutacji) jako maksimum w tréjce Markowa.
Hipoteza ta wciaz pozostaje nierozstrzygnieta.

Liczby Fibonacciego generuje wzér
Fo=0, F1 =1, Fp =Fn_1+ Fp_2 dla
n > 2.

Mozna dostrzec, ze co druga liczba w ciagu liczb Fibonacciego
F=4{0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, 233,377,610, ... }

jest liczba Markowa. Inaczej, trojki rozwigzan wystepujace na lewym
brzegu drzewa Markowa (rysunek) sa postaci (Fox41, For—1,1), k=1,2,...

2


https://oeis.org/A002559

Liczby Pella generuje wzér
Py=0, P =1, P, =2P,_1 + Pp_2 dla
n > 2.

Rozwigzania na str.

Réwniez co druga liczba Pella
P ={0,1,2,5,12,29, 70,169, 408, 985, 2378, 5741, 13860, . .. }

jest liczba Markowa, a tréjki rozwigzan wystepujace na prawym brzegu drzewa
Markowa (rys. 1) sa postaci (Pogt1, Pok—1,2), k=1,2,...

Rownanie Markowa jest wyjatkowe! Adolf Hurwitz (1907) wykazal, ze
réwnanie diofantyczne X2 +Y? + Z2 = s- XY Z, gdzie s = 1,2,3,... ma
rozwiazania w liczbach naturalnych tylko dla s =1 lub s = 3. Przy tym wszystkie
rozwigzania (A4, B, C) réwnania X2 + Y2 + Z% = XY Z otrzymujemy z rozwiazai
(m, n, k) réwnania Markowa za pomocg wzoréw A = 3m, B = 3n, C = 3k.
Napiszemy o tym wiecej w kolejnym numerze Delty.

Liczby (tr6jki) Markowa to wciaz aktualny temat badawczy. Pojawiajg sie one
nieoczekiwanie w réznych dziedzinach wspélczesnej matematyki, co pokazuje
lektura ksiazki M. Aignera Markov’s Theorem and 100 Years of the Uniqueness
Congecture. A Mathematical Journey from Irrational Numbers to Perfect
Matchings, Springer Cham (2013).
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Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1143. Podczas orkanu predkos$é wiatru moze przekraczaé¢ 200 km/h. Oszacuj,
z ile razy wigksza sila uderza w Sciang domu wiatr o predkosci 200 km/h (orkan)
od wiatru o predkosci 50 km/h (,zwykla” wichura)?

F 1144. a) Biegacz rozpedza sie wzdluz prostej. Rosnie przy tym jego ped.
Czy wiecej pedu uzyskuje biegacz, czy podloze, po ktérym biegnie? Czy wiecej
energii kinetycznej nabiera biegacz, czy podloze?

b) Wioslarz (za pomoca dwéch wiosel) rozpedza 16dz. Czy wiecej pedu uzyskuje
przy tym 16dz z wioslarzem, czy woda? Czy wiecej energii kinetycznej nabiera
16dz, czy woda?

Przygotowal Dominik BUREK

M 1852. Wandzia ulozyla z szesciu patyczkéw dwa trojkaty. Nastepnie
roztozyta je z powrotem i podzielita je na dwie grupy po trzy patyczki:

w pierwszej grupie znalazly si¢ trzy najdtuzsze patyczki, a w drugiej — trzy
najkrotsze.

(a) Czy z trzech patyczkéw pierwszej grupy zawsze mozna ulozy¢ trojkat?
(b) Czy z trzech patyczkéw drugiej grupy zawsze mozna ulozy¢ trojkat?

M 1853. Nazwijmy liczbe catkowita dobrq, jezeli jest wicksza od 1 i wszystkie
jej dzielniki pierwsze koncza sie ta sama cyfra. (Na przyklad liczby 19 oraz

117 =3 -3 13 sa dobre, natomiast liczba 682 = 2 - 11 - 31 nie jest dobra).

Czy istnieje rosnacy ciag arytmetyczny o réznicy nie wiekszej niz 2026, zlozony
ze 150 liczb dobrych?

M 1854. Rozalia i Wanda graja na planszy 100 x 100. Poczatkowo wszystkie pola
planszy sa biate. W kazdym swoim ruchu Rozalia zamalowuje na czarno jedno
lub wiecej bialych pél lezacych kolejno na przekatnej. W kazdym swoim ruchu
Wanda zamalowuje na czarno jedno lub wiecej biatych pél lezacych kolejno

w pionie. (Na rysunku pokazano mozliwe pierwsze ruchy Rozalii i Wandy).
Pierwszy ruch wykonuje Rozalia. Przegrywa ten, kto nie moze wykonaé¢ ruchu.
Kto posiada strategie wygrywajaca?
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