at otwarty 15°: Plastry miodu

Uzasadnienie nieréwnosci
izoperymetrycznej mozna odnalezé
w artykule Barttomieja Bzdegi z Aég.

Czytelnikom, ktérzy nie znaja pojecia

granicy goérnej, stuze innym wyjasnieniem:

dla dowolnego podzialtu ptaszczyzny na
pola jednostkowe istnieja dowolnie duze
kota, w ograniczeniu do ktérych dtugosé
linii danego podzialu w stosunku do pola
kotla jest dowolnie bliska tej wartosci dla
uktadu heksagonalnego.

Barttomiej PAWLIK Politechnika Slaska

Jaki ksztalt powinniémy wybraé, jezeli chcemy ograniczyé¢ 1 m? plaszczyzny

za pomoca jak najkrétszego sznurka? Oczywiscie koto — figure ptaska

o najmniejszym obwodzie przy zadanym polu. Wiaze sie to z nieréwnoscig
izoperymetryczng, zachodzaca dla kazdej figury plaskiej: 4mA < L2, gdzie

Ai L to, odpowiednio, pole i obwdd; réwnosé zachodzi tylko dla kota wlasnie.
Zauwazmy jednak, ze kol nie da sie szczelnie ulozy¢: zawsze zostaja luki, a zaden
fragment sznurka nie moze byé uzyty do ograniczenia dwoch kolowych obszaréw
(sasiadujace kola maja co najwyzej jeden punkt wspélny). Jaka zatem figure
powinnismy wybraé¢, gdy chcemy podzieli¢ powierzchnie na mozliwie najwieksze
rowne pola, zuzywajac jak najmniej ,sznurka”? Przy podziale plaszczyzny nie
wolno nam , marnowac¢” brzegu: kazda krawedZ powinna by¢ wspoélna dla dwoch
sasiednich pdl, a calo$é¢ ma tworzy¢ szczelne pokrycie bez luk. Jesli dodatkowo
ograniczymy sie do wielokatéw foremnych, to dla ustalonego pola A foremny

m-kat ma obwdd
Lo =2y/mA tg (1)
m

Poniewaz jedynymi wielokatami foremnymi, ktore kafelkuja plaszczyzne, sa
trojkat, kwadrat i szeSciokat, wystarczy poréwnaé wartosci ich obwodéw.
Otrzymujemy Lg < Ly < L3, co tlumaczy, dlaczego wsréd foremnych kandydatdw
wygrywa siatka heksagonalna — ma najmniejszy obwdd (a wiec i najmniejsze
zuzycie materialu) przy tym samym polu kazdej komorki.

Powyzszy fakt — ze wsrdéd wielokatéw foremnych najlepiej sprawdzaja sie
szesciokaty — byl znany juz starozytnym Grekom. Uwadze my$licieli nie umkneto
rowniez, ze dziela te wiedze z... pszczolamil Na przetomie I i IV wieku
naszej ery Pappus z Aleksandrii stwierdzil, ze heksagonalny ksztalt komérek

w plastrze miodu jest niezwykle efektywny (w kontek$cie minimalizacji ilosci
zuzytego wosku, ktéry pelni tutaj role ,sznurka”). Péltora milenium pézniej
duzo dobitniej ujat to Karol Darwin w dziele O powstawaniu gatunkow: plaster
miodu nazwal arcydzielem inzynierii, a praca pszczél postuzyta mu za przyktad
obrazujacy ewolucyjne wyksztalcenie perfekcyjnego instynktu.

W powyzszym rozumowaniu ograniczyliSmy sie jednak do wielokatéw
foremnych. Ale skad wiadomo, czy nie istnieje rozwiazanie lepsze — chociazby

z bokami réznych dlugosci albo z wykrzywionymi krawedziami? Rozstrzyga

to udowodnione w 1999 roku przez Thomasa Halesa twierdzenie: nie mozna
podzieli¢ plaszczyzny efektywniej niz pszczoty. A bardziej formalnie, dla
dowolnego podziatu ptaszczyzny na czedci o jednostkowym polu granica gorna
stosunku dlugosci krzywych podziatu zawartych w kole o érodku w punkcie (0,0)
i promieniu r do pola tego kota (tzn. wr?) jest réwna v/12, czyli tyle, ile dla
siatki heksagonalnej. Rzecz jasna, twierdzenie Halesa nosi nazwe twierdzenia

o plastrze miodu.

Na koniec dodajmy, ze siatka heksagonalna — cho¢ w troche innym kontekscie —
wystepuje réwniez we wlasnosciach kombinatorycznych symbolu dwumianowego
Newtona. Prosta obserwacja, nazywana zasadg plastra miodu (ang. the
honeycomb rule), méwi, ze réwnosé

n—1 n n+1\ (n-1 n n+1

k—1) \k+1 k) \k k—1) \k+1
zachodzi dla dowolnych liczb naturalnych k i n takich, ze 0 < k < n. Zachecam
do sprawdzenia réwnania dla konkretnych wartosci k i n oraz odnalezienia

odpowiednich szesciu wspdlczynnikéw dwumianowych w tréjkacie Pascala:
tatwiej wtedy dostrzec ,plastrowa” geneze nazwy.

A tak w ogodle, to pszczoly wylatujace z ula czesto bardzo efektywnie radza
sobie z dobrze znanym problemem komiwojazera! Koniczy mi sie jednak miejsce
na stronie, wiec by¢ moze wroce do tego tematu innym razem.
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