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Zbiér E C R, rézny od punktu, nazywamy
przedziatem, gdy kazda liczba lezaca
miedzy liczbami nalezacymi do E tez
nalezy do E.

Przedziaty E;, j = 1,2,..., m pokrywajq

m
przedzial E, gdy E C U Ej.

i=1
Przedzialy E;, E; nie nachodzq na
siebie, gdy nie maja wspolnych punktéow
wewnetrznych (choé¢ moga mieé wspélne
punkty brzegowe).

Problem Tibora Raddé Jarostaw GORNICKI*

Geometria to nie tylko tréojkaty, kota czy parabole. Oto jej inne oblicze.
Na poczatku XX wieku Giuseppe Vitali, badajac funkcje rzeczywiste, wykazatl
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1 (G. Vitali). Niech E bedzie przedzialem ograniczonym
o dlugosci |E|. Wtedy kazdy skoticzony zbiér przedzialdw Ey, Fs, ..., Ep
pokrywajgcych przedzial E zawiera nienachodzqce na siebie przedzialy E,,,
Enyy ..oy Em, o lgcznej dlugosci

1
> 3 |E|.
Dowdéd. Sposréd przedzialéw E, ..., E,, wybieramy przedzial najdluzszy
i oznaczamy go jako E,,,. Nastegpnie usuwamy ze zbioru przedzial E,,,
i wszystkie przedziaty pokrycia, ktére na niego nachodza. Usunigte przedziaty
moga pokry¢ przedzial nie dtuzszy niz 3 - |E,,, |. Z pozostalych przedzialéw
pokrycia wybieramy przedzial najdtuzszy i oznaczamy go jako E,,,. Usuwamy
przedzial E,,, i wszystkie przedzialy, ktére na niego nachodza. Usuniete
przedzialy moga pokry¢ przedzial nie dtuzszy niz 3 - |E,,,|. Proces ten
prowadzimy do wyczerpania wszystkich mozliwosci. Tak wybrane przedziaty
B, ..., By, nie nachodzg na siebie i

3 Byl 4+ 43 B > |E|.

Istotnie, gdyby 3 |Ep, |+ ...+ 3 |Enm,| < |E|, to w zbiorze E istnialyby punkty
pokryte przez pewien przedzial, ktéry nie zostal rozpatrzony. Sprzecznosé, bo
postepowanie byto prowadzone do wyczerpania wszystkich mozliwosci. Dowdd
jest zakonczony. O

| By |+ oo+ | B,

Prawdziwy jest odpowiednik twierdzenia 1 dla ptaszczyzny.

Twierdzenie 2. Niech S bedzie figurg ograniczong o polu |S|. Z kazdego
skorniczonego zbioru kwadratow Ky, Ko, ..., Ky, o rownoleglych bokach,
pokrywajgcych figure S mozna wybraé nienachodzgce na siebie kwadraty
Ky, Kn,,...,K,,. o lgcznym polu

1

Dowdd. Sposréd kwadratéw Kq, Ko, ..., K, wybieramy kwadrat o najwiekszym
polu (réwnowaznie: najdluzszym boku) i oznaczamy go jako K,,,. Usuwamy
ten kwadrat i wszystkie kwadraty pokrycia, ktére nachodza na kwadrat K, .
Usunigte kwadraty moga pokry¢ kwadrat o polu nie wigkszym niz 9 - | K, |-

Z pozostalymi kwadratami pokrycia powtarzamy te procedure do wyczerpania
wszystkich mozliwosci. Tak wybrane kwadraty K,,,, K,,,. .., Ky, nie nachodza na
siebie, ponadto

a stad wynika teza. O

Tibor Radé (1895-1965) w liScie z 20 wrzesnia 1927 roku do Wactawa
Sierpiniskiego (6wczesnego redaktora czasopisma Fundamenta Mathematicae)
zauwazyl, ze wspdlczynnik % w twierdzeniu 1 mozna zastapic¢

1

wspoélczynnikiem 5 (latwo pokazaé, ze jest to wartos¢ optymalna, zostawiamy to

wiec Czytelnikowi jako éwiczenie).

Twierdzenie 3 (T. Radd, 1928). Niech E bedzie przedzialem ograniczonym
o dlugoéci |E|. Wtedy kazdy skoticzony zbior przedzialéw Ey, Es, ..., Ep
pokrywajgcych przedzial E zawiera nienachodzqce na siebie przedzialy En,,,
B,y B, 0 tgcznej dlugosci

1
5 1Bl
Dowdd. Przedzialy pokrywajace E ustawiamy w pewnej dowolnej, ale ustalonej
kolejnoéci. Przegladamy je po kolei i odrzucamy kazdy przedzial zawarty

w sumie nieodrzuconych na tym etapie przedziatow. W ten sposéb dostajemy
nowe pokrycie. W kazdym z nieodrzuconych przedzialéw E; wybieramy

punkt wewnetrzny x; tak, by byl on punktem zewnetrznym dla wszystkich
pozostatych przedzialéw z nowego pokrycia. Punkty te sa rézne miedzy soba
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On covering problems of Radd,
Algorithmica 57(3) 2010, 538-561.

i mozemy przyjaé, ze zostaly tak ponumerowane, aby z; < 2 < ... < z,. Dla

i 2 11 przedzialéow E;, F;ip, gdzie h > 2, mamy x; < T;41 < Z;45. Poniewaz
punkt x; 11 jest punktem zewnetrznym dla przedzialéw F; i E;yj, wiec
przedzialy te nie nachodza na siebie. Oznacza to, ze przedzialy E; o indeksach
parzystych tworza zbiér przedzialéw nienachodzacych na siebie o lacznej
dtugosci L'. Podobnie przedzialy o indeksach nieparzystych tworza zbiér
przedzialéw nienachodzacych na siebie o lacznej dlugosci L”. Poniewaz
ECEU...UE,, wiec L' + L" > |E|. Oznacza to, ze przynajmniej jedna

z liczb L', L” jest nie mniejsza niz % - |E|. d

Jednocze$nie T. Rad6 wyrazil przypuszczenie, ze w twierdzeniu 2

wspoélezynnik % mozna zastapi¢ wspdétczynnikiem i, ale nie potrafil tego
wykazaé. (Jak poprzednio, jest jasne, Ze nie ma nadziei na wartos¢ wigksza

od 1). List T. Radé opublikowany w Fundamenta Mathematicae [tom 11 (1928),
228-229] zapoczatkowal problem nawiazujacy do twierdzenia 2.

Problem (T. Radd, 1928). Jaka jest najwigksza liczba % <ec< i taka, ze
z kazdego skonczonego zbioru kwadratow Ki, Ko, ..., K, o réwnolegtych bokach
pokrywajacych figure ograniczona S mozna wybra¢ nienachodzace na siebie
kwadraty Ky, Ky,,...,Ky; o lacznym polu

| Ky |+ A+ Ky Z - [S]?
Odpowiedz na to pytanie nie jest znana, cho¢ znamy juz lepsze oszacowanie
wspolezynnika ¢: 0,1179 & gpege < ¢ < 1 — 557 ~ 0,2473 (zob. [%]). Problem
T. Radé doczekatl sie wielu wariantéw (np. gdy pokrycia utworzone sa z kot)
oraz n-wymiarowych odpowiednikéw. Réwniez w tych przypadkach rozwiazania
nie sa znane.

Pokazemy teraz, ze przypuszczenie Tibora Radé jest stuszne w przypadku, gdy
figure S pokrywa skoriczona liczba przystajacych kwadratéw (o réwnolegltych
bokach). Niezwykle pomystowe uzasadnienie, wykorzystujace znane twierdzenie
H. Blichfeldta, podat w 1940 roku A. S. Sokolin.

Na papierze w kratke kratka stanowi sie¢. Jej oczka to kwadraty jednostkowe,
a punkty przecigé¢ kratki to wezly.

Twierdzenie 4 (H. Blichfeldt, 1914). Niech S C R? bedzie figurg ograniczong
o polu |S| > n — 1. Wtedy figure S mozna przesungé réwnolegle tak, aby zawierala
n weztow sieci.

Dowdéd (G. Birkhoff). Zamiast przesuwaé figure S, przesuniemy oczka sieci.
Kratka dzieli figure S na czeéci S1, 99, ..., S, lezace w kwadratach jednostkowych
K1, Ks, ..., K,. Przesuwamy réwnolegle kwadraty K; (i > 1) wraz z czeSciami S;
na kwadrat K. Wtedy we wnetrzu kwadratu K istnieje punkt nalezacy
jednoczesnie do co najmniej n czesci S; figury S. Gdyby tak nie byto, to

|S] < n—1< |S]. Przebijamy w tym punkcie wszystkie kwadraty K; (i =
1,2,...,n), a nastepnie kazdy kwadrat przesuwamy réwnolegle do polozenia
pierwotnego. Slady przebi¢ (jest ich co najmniej n) to wezly nowej sieci
kwadratowej (jednostkowej) réwnolegtej do sieci wyjsciowej, ktére naleza do
figury S. (]

Twierdzenie 5 (A.S. Sokolin, 1940). Niech S bedzie figurg ograniczong

o polu |S|. Z kazdego skoriczonego zbioru przystajecych kwadratéw Ky,

Ky, ..., K, o rownoleglych bokach, pokrywajgcych figure S mozna wybraé
nienachodzqgce na siebie kwadraty K, , Kmy, - .., Km, 0 lgcznym polu

1
|Km1|+-~-+|Kmn| = 1‘S|

Dowdéd. Zalézmy, bez zmniejszania ogdlnosci rozumowania, ze pole kazdego
kwadratu z pokrycia jest réwne (3)2. Niech n bedzie najwicksza liczba naturalna
spelniajaca nieréwnosé |S| > n — 1. Zgodnie z twierdzeniem 4 (Blichfeldta)
figure S mozemy przesunaé réwnolegle tak, by zawierala n > |S| wezléw

sieci jednostkowej. Wowczas dla kazdego wezta pozostawiamy jeden kwadrat
pokrywajacy ten wezel. Tak wybrane kwadraty nie nachodza na siebie, a ich

taczna powierzchnia wynosi (1)2-n > 1 -S| O

Pozostaje nam podaé ostateczne rozwiazanie problemu Tibora Radé, ale to
wymaga jeszcze troche pracy. ..
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