Liczby Pella generuje wzér
Py=0, P =1, P, =2P,_1 + Pp_2 dla
n > 2.

Rozwigzania na str.

Réwniez co druga liczba Pella
P ={0,1,2,5,12,29, 70,169, 408, 985, 2378, 5741, 13860, . .. }

jest liczba Markowa, a tréjki rozwigzan wystepujace na prawym brzegu drzewa
Markowa (rys. 1) sa postaci (Pogt1, Pok—1,2), k=1,2,...

Rownanie Markowa jest wyjatkowe! Adolf Hurwitz (1907) wykazal, ze
réwnanie diofantyczne X2 +Y? + Z2 = s- XY Z, gdzie s = 1,2,3,... ma
rozwiazania w liczbach naturalnych tylko dla s =1 lub s = 3. Przy tym wszystkie
rozwigzania (A4, B, C) réwnania X2 + Y2 + Z% = XY Z otrzymujemy z rozwiazai
(m, n, k) réwnania Markowa za pomocg wzoréw A = 3m, B = 3n, C = 3k.
Napiszemy o tym wiecej w kolejnym numerze Delty.

Liczby (tr6jki) Markowa to wciaz aktualny temat badawczy. Pojawiajg sie one
nieoczekiwanie w réznych dziedzinach wspélczesnej matematyki, co pokazuje
lektura ksiazki M. Aignera Markov’s Theorem and 100 Years of the Uniqueness
Congecture. A Mathematical Journey from Irrational Numbers to Perfect
Matchings, Springer Cham (2013).
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Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1143. Podczas orkanu predkos$é wiatru moze przekraczaé¢ 200 km/h. Oszacuj,
z ile razy wigksza sila uderza w Sciang domu wiatr o predkosci 200 km/h (orkan)
od wiatru o predkosci 50 km/h (,zwykla” wichura)?

F 1144. a) Biegacz rozpedza sie wzdluz prostej. Rosnie przy tym jego ped.
Czy wiecej pedu uzyskuje biegacz, czy podloze, po ktérym biegnie? Czy wiecej
energii kinetycznej nabiera biegacz, czy podloze?

b) Wioslarz (za pomoca dwéch wiosel) rozpedza 16dz. Czy wiecej pedu uzyskuje
przy tym 16dz z wioslarzem, czy woda? Czy wiecej energii kinetycznej nabiera
16dz, czy woda?

Przygotowal Dominik BUREK

M 1852. Wandzia ulozyla z szesciu patyczkéw dwa trojkaty. Nastepnie
roztozyta je z powrotem i podzielita je na dwie grupy po trzy patyczki:

w pierwszej grupie znalazly si¢ trzy najdtuzsze patyczki, a w drugiej — trzy
najkrotsze.

(a) Czy z trzech patyczkéw pierwszej grupy zawsze mozna ulozy¢ trojkat?
(b) Czy z trzech patyczkéw drugiej grupy zawsze mozna ulozy¢ trojkat?

M 1853. Nazwijmy liczbe catkowita dobrq, jezeli jest wicksza od 1 i wszystkie
jej dzielniki pierwsze koncza sie ta sama cyfra. (Na przyklad liczby 19 oraz

117 =3 -3 13 sa dobre, natomiast liczba 682 = 2 - 11 - 31 nie jest dobra).

Czy istnieje rosnacy ciag arytmetyczny o réznicy nie wiekszej niz 2026, zlozony
ze 150 liczb dobrych?

M 1854. Rozalia i Wanda graja na planszy 100 x 100. Poczatkowo wszystkie pola
planszy sa biate. W kazdym swoim ruchu Rozalia zamalowuje na czarno jedno
lub wiecej bialych pél lezacych kolejno na przekatnej. W kazdym swoim ruchu
Wanda zamalowuje na czarno jedno lub wiecej biatych pél lezacych kolejno

w pionie. (Na rysunku pokazano mozliwe pierwsze ruchy Rozalii i Wandy).
Pierwszy ruch wykonuje Rozalia. Przegrywa ten, kto nie moze wykonaé¢ ruchu.
Kto posiada strategie wygrywajaca?
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Rozwigzania zadan ze strony 3

ﬁ Rozwigzanie zadania F 1143.

Przyjmijmy, ze wiatr wieje prostopadle do $ciany domu, gestosé
niesionego przezen powietrza wynosi p, a powierzchnia $ciany S.
W ciaggu jednej sekundy do $ciany dociera wigc powietrze

o masie m = Spv i pedzie p = mv = Spv2. Sciana zmienia
kierunek i predko$é wiatru, co oznacza, ze przejmuje znaczny
utamek jego pedu. Wartoé¢ tego utamka w przyblizeniu nie
zalezy od predkosci wiatru (a od sposobu, w jaki zmienia on
kierunek i predkosé). Oznacza to, ze sila nacisku na $ciane jest
proporcjonalna do v2. Wiatr o predkoéci 200 km/h naciska

wiec na Sciane z sila w przyblizeniu 16 razy wieksza niz wiatr

o predkosci 50 km/h.

Uwaga: Bardzo silne wiatry, takie jak orkany, zwigzane sg zwykle
z niskim ci$nieniem atmosferycznym, a wiec i mniejsza gestoscia
powietrza. Jednak w najsilniejszych orkanach cisnienie nie spada
ponizej okolo 90% normalnego ci$nienia atmosferycznego, a wiec
réznica gestosci powietrza miedzy zwykla wichurg i orkanem jest
zwykle niewielka.

ﬁ Rozwigzanie zadania F 1144.

a) Z zasady zachowania pedu wynika, ze biegacz uzyskuje
dokladnie taki sam ped jak podloze. Energia kinetyczna uzyskana
przez cialto jest réwna dziatajacej na nie sile pomnozonej przez
droge, na jakiej ta sita dziala. Z trzeciej zasady Newtona wynika,
ze biegacz dziala na podloze taka samg sila, jak podloze dziala na
niego. W kazdym kroku biegacz przebywa dluzsza droge niz
podtoze — dokladniej: w kazdym kroku biegacz przesuwa podloze,
odksztalcajac je o znacznie mniejszy odcinek (droga dziatania
sity) niz sam si¢ przesuwa. Oznacza to, ze biegacz uzyskuje wiecej
energii niz podloze.

b) Podobnie jak w punkcie a) ped uzyskany przez 16dz

z wioSlarzem jest réwny pedowi przekazanemu wodzie. W tym
przypadku jednak kazde z piér wiosel dziata potowa sity
napedzajacej 16dz i pokonuje w kazdym cyklu wiostowania
dluzszg droge niz 16dz. Oznacza to, ze wigksza energie¢ kinetyczng
uzyskuje woda.

Pomysty obu zadan pochodza z ksigzki Lewisa C. Epsteina
Thinking Physics, Understandable Practical Reality.

‘& Rozwigzanie zadania M 1852.
Odpowiedz. a) Tak, zawsze. b) Nie, nie zawsze.
1) Oznaczmy dlugosci patyczkéw przez
a1 Z a2 =2 a3 = a4 2 as = ag-

Poniewaz patyczek o dtugosci a; byl bokiem pewnego
tréjkata wraz z dwoma innymi patyczkami, jego dlugosc jest
mniejsza od sumy diugoéci tych dwéch pozostatych patyczkéw.
W szczegoblnosei

a1 < a2+ as.
Poniewaz zachodzi a; > a2 oraz aj > a3, nieréwnosé a1 < ag + a3
jest wystarczajaca, aby z patyczkéw o dlugosciach a1, a2, a3
mozna bylo utozy¢ trojkat.

2) Niech poczatkowo dane beda dwa przystajace tréjkaty
o bokach dlugosci 1, 3, 3. Wéwczas trzy najkrétsze patyczki maja
dlugosci

1, 1, 3,

z ktérych nie mozna utozy¢ tréjkata, gdyz suma dwéch krétszych
jest rowna 2, czyli mniej niz dtugos¢ trzeciego.

& Rozwigzanie zadania M 1853.
Odpowiedz. Taki ciagg arytmetyczny nie istnieje.

Przypus$émy, ze istnieje rosnacy ciag arytmetyczny
a, a+d, a+2d, ..., a+149d
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zlozony ze 150 dobrych liczb catkowitych. Skorzystamy
z nastepujacego znanego faktu.
Fakt. Jezeli liczba catkowita d jest wzglednie pierwsza z liczbg
naturalng m, to wsréd dowolnych m kolejnych wyrazéw ciggu
arytmetycznego o réznicy d znajduje sie liczba podzielna przez m.
Istotnie: Liczby
a, a+d, a+2d, ..., a+ (m—1)d

dajg wszystkie mozliwe reszty modulo m. Gdyby bowiem dla
pewnych 0 < k < £ < m zachodzilo

a+kd=a+4d
to mieliby$my (£ — k)d =0 (mod m), a z wzglednej pierwszosci d
i m wynikaloby, ze m | (¢ — k), co jest niemozliwe.

(mod m),

Niech teraz p i ¢ beda dwiema liczbami pierwszymi koniczacymi
sie réznymi cyframi, takimi ze pg < 150. Nazwijmy taka pare
szkodliwg. Jezeli d nie dzieli sie ani przez p, ani przez g, to

z faktu wynika, ze w naszym ciggu arytmetycznym istnieje wyraz
podzielny przez pq, co jest niemozliwe, gdyz liczba dobra nie
moze mie¢ dwoch dzielnikéw pierwszych konczacych sie réznymi
cyframi.

Stad wynika, ze dla kazdej szkodliwej pary liczb pierwszych
liczba d musi dzieli¢ si¢ przynajmniej przez jedna z nich.

Rozwazmy teraz liczby pierwsze
2,5, 7, 11, 13.

Kazde dwie z nich tworzg szkodliwa pare, zatem d musi dzieli¢ sie
przez wszystkie te liczby, z wyjatkiem co najwyzej jednej.
Ponadto liczby 3 i 19 réwniez tworza szkodliwg pare, a wiec
d dzieli sie przynajmniej przez jedna z nich. W konsekwencji
otrzymujemy

d>(2-5-7-11) -3 = 2310 > 2026,
co jest sprzeczne z zalozeniem.

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze taki ciagg arytmetyczny nie
istnieje.

& Rozwigzanie zadania M 1854.

Opiszemy jedng z mozliwych strategii wygrywajacych Rozalii.
W pierwszym ruchu Rozalia zamalowuje wszystkie pola lezace
na dowolnie wybranej gtéwnej przekatnej planszy. Po tym
ruchu plansza rozpada sie na dwie jednakowe ,schodkowe”
czesci. Nastepnie wyobrazmy sobie, ze w kazdej z tych czesci
przesuwamy kazdy poziomy rzad, z wyjatkiem pierwszego, o p6t
pola wzgledem poprzedniego.
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W wyniku tych przesunigé zaréwno dawne piony, jak i dawne
przekatne réwnolegle do gléwnej staja sie ukosnymi rzedami pol.
Przy tym ,piony” jednej czesci sg symetryczne do ,przekatnych”
drugiej. Oznacza to, ze na kazdy ruch Wandy Rozalia moze
odpowiedzie¢ ruchem symetrycznym w drugiej czesci planszy
(dwa takie przyktady pokazano na rysunku). Po kazdym

ruchu Rozalii sytuacja na przeksztalconej planszy pozostaje
symetryczna, a zatem Rozalia zawsze ma mozliwy ruch zgodny
z opisang strategia. Poniewaz gra na pewno sie¢ zakonczy (po nie
wiecej niz 10% ruchach), w pewnym momencie Wanda nie bedzie
mogtla wykona¢ ruchu, a Rozalia wygra.



