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Dtlugosci bokéw trojkata
Bartlomiej BZDEGA

Moéwimy, ze liczby a, b, c > 0 sa dlugo$ciami bokéw trojkata, gdy istnieje trojkat
ABC, w ktérym a = |BC|, b= |CA| i ¢ = |AB|. Fakt ten jest réwnowazny kazdemu
z punktéw ponizszego twierdzenia, jednak dowdd tej réwnowaznodci jest tematem
na oddzielng opowie$¢ — zalezy od tego, jakie wybierzemy aksjomaty lub model
plaszczyzny — dlatego zadnego dowodu tu nie napisze; tym bardziej, ze bedziemy
zajmowaé sie jedynie algebraiczng strong tego tematu. A teraz zapowiedziane

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Twierdzenie. Niech a, b, c > 0. Nastepujace warunki sa rownowazne:

1) a<b+e,b<c+a,c<a+d

1) ¢ < a+b, w sytuacji, gdy ¢ = max{a, b, c};

2) a>b—c,b>|c—al, c>|a—1;

2") a > |b— c|, w sytuacji, gdy a = min{a, b, c};

3) la—bl<c<a+d;

4) istnieja liczby x,y,z > 0, dla ktérycha =y + 2z, b=z+z, c =z +y.
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Dowdd. Najpierw skorzystamy z réwnowaznosci |t| < M <= t <M AN—t < M,
prawdziwej dla ¢, M € R, aby pozby¢ sie wszystkich wartosci bezwzglednych. Punkty
(1), (2) i (3) staja sie identyczne, a wiec sa réwnowazne.

(2)=(2'). Nier6wnos¢ w (2') jest jedng z nieréwnosci w (2).

(2')=(1"). Liczba a jest najmniejsza sposréd a, b, ¢, wiec co najmniej jedna z liczb b,
c jest najwieksza. W (2') mamy a4+ b > cia+ ¢ > b, zatem jedna z tych nieréwnosci
spelnia warunek (1').

(1")=(1). Jesli ¢ jest najwieksza sposréd a, b, ¢, to b < ¢ < a + ¢ i analogicznie
a<b+ec

(4)=(1). Zachodzi nieréwnoéé¢ a =y + z < y + z + 2z = b + ¢ i dwie analogiczne.
(1)=>(4). Liczby 2 = 1 (b+c—a), y= 2(c+a—b), 2 = 3(a+b— ) sa dodatnie

i spelniaja réwnosci y +z=a, z+x =0,z +y =c.

Warto podkredlié, co daja punkty primowane. Zamiast sprawdzié trzy nieréwnosci,
wystarczy jedna: najdluzszy bok jest krotszy od sumy pozostatych dwéch albo
najkrétszy bok jest dtuzszy od bezwzglednej réznicy pozostatych dwdéch.

Podstawienie (4) zamienia problem zwiazany z dtugos$ciami bokéw tréjkata na problem
z liczbami dodatnimi, na ktére juz nie ma zadnych dodatkowych warunkéw, i przez
to sa prostsze w obstudze. To podstawienie ma interpretacje geometryczng — okrag

wpisany w tréjkat ABC o bokach dtugosci a, b, ¢ daje nam z, y, z jako odleglosci od
wierzchotkéw tréjkata do odpowiednich punktéw stycznosci (zob. rysunek).

Na koniec jeszcze jeden uzyteczny

Fakt. Jedli istnieje liczba « > 0, dla ktérej a, b, ¢ € [z, 2z), to liczby a, b, ¢ sa
dhugoéciami bokow pewnego trojkata.

Dowdd. Tak po prostu: a+b >z +x=2x>c.

Mala rzecz, a potrafi ucieszy¢. Ale uwaga — ta implikacja dziala tylko w jedna strone.
Na przyklad dla liczb 3, 5 i 7 taki przedzial [z,2z) nie istnieje, a sa one dlugo$ciami
bokéw tréjkata.

Zadania

1. Dane sg liczby dodatnie z, y i z. Wiadomo, ze liczby z, y i z sa dlugo$ciami
bokéw pewnego tréjkata. Uzasadnié, ze \/x, \/y 1 v/z réwniez sy dlugosciami
bokoéw trojkata.

2. Dowie$é, ze jesli a, b, ¢ sa dhugosciami bokéw pewnego tréjkata, to
a’(b+c—a)+b*(c+a—0b)+c*(a+b—c) < 3abe.

3. Wybrano 7 liczb (niekoniecznie réznych) z przedzialu (1,8). Udowodnié, ze pewne
trzy z nich sa dtugoéciami bokéw trojkata.

4. Liczby x, y, z sa dlugosciami bokéw pewnego trojkata. Liczby %7 %, %
dlugosciami bokéw tréjkata. Wykazaé, ze % < 3. (XVII WLM)

5. Dany jest tréjkat ABC. Niech r, bedzie promieniem okregu stycznego do
prostych AB i AC, ktérego érodek lezy na odcinku BC'. Analogicznie definiujemy
rp i r.. Udowodnié, ze z odcinkéw o diugosci rq, 7p 1 7. mozna zbudowad trdjkat.
(XVI WLM)

6. Dowiesé, ze dla a,b, ¢ > 0 zachodzi nieréwnosé Va2 — ab+ b2 + V02 —bc+ 2 >

V2 4 ca + a?.
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