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Andriej A. Markow pokazal (1879), ze réwnanie

X*+Y*+2°=3-XYZ
(nazywane obecnie rdwnaniem Markowa) ma nieskoniczenie wiele rozwiazan
w zbiorze liczb naturalnych i rozwiazania te tworza drzewo o niezwyklych
wlasnodciach (wigcej na ten temat w artykule z A3g). Réwnanie to pozostawalo
niezauwazone przez blisko 30 lat, dopiero Adolf Hurwitz (1907) i Georg
Frobenius (1913) odkryli jego wyjatkowo$é. Zainteresowali sie nastepujacym
og6lnym problemem: dla jakich liczb naturalnych NV, s rownanie

(1) XP+ X3+, + X% =5-X1Xo... Xy

ma rozwigzanie w liczbach naturalnych i jak te rozwigzania wygladaja? Na
przyklad dla N = s = 2 rozwiazaniami réwnania sa wszystkie pary liczb
(X1, X2) = (m,m), gdzie m = 1,2,... Pokazemy, jak ,niezwykle niezwykte”
(to stowa Frobeniusa) jest réwnanie Markowa! W tym celu rozwiazemy mniej
skomplikowany problem: dla jakich naturalnych s # 3 réwnanie

(2) X24Y?2+2%2=5-XYZ

ma rozwiazanie w liczbach naturalnych?

Twierdzenie 1. Wszystkie rozwigzania réwnania

(3) X2+ Y2 4+ 22 =XYZ

w liczbach naturalnych majq postaé (3m,3n,3k), gdzie (m,n, k) jest dowolnym
rozwigzaniem rownania Markowa.

Dowdd. Jesli (m,n, k) spelnia réwnanie m? +n? + k? = 3 - mnk, to po pomnozeniu
jego obu stron przez 9 otrzymujemy, ze (3m)? + (3n)? + (3k)2? = (3m)(3n)(3k).
Zatem trojka liczb (3m, 3n, 3k) spelnia réwnanie .

W druga strone, niech (A, B, C) bedzie rozwiazaniem réwnania w liczbach
naturalnych. Pokazemy, ze kazda z liczb A, B, C jest podzielna przez 3. Z faktu,
ze kwadrat liczby niepodzielnej przez 3 daje reszte 1 z dzielenia przez 3, wynika
nastepujaca obserwacja:

Reszta z dzielenia liczby A? + B? 4+ C? przez 3 jest réwna liczbie tych liczb
sposrod A, B, C, ktore nie sq¢ podzielne przez 3, o ile jest ich mniej niz trzy,
a 0 w przeciwnym wypadku.

Gdyby zadna z liczb A, B, C' nie byla podzielna przez 3, to iloczyn ABC' nie
byltby podzielny przez 3, a suma A% + B2 + C? bylaby podzielna przez 3 (zgodnie
z obserwacja). Sprzeczno$é. Jesli przynajmniej jedna z liczb jest podzielna
przez 3, to suma A% + B2 4+ C? = ABC jest podzielna przez 3. Wéwczas, na
mocy obserwacji, wszystkie liczby A, B, C' sa podzielne przez 3, co koriczy
uzasadnienie.

Przyjmujac (A, B,C) = (3m, 3n, 3k) i dzielac réwnanie przez 9, otrzymujemy,
ze (m,n, k) spelniaja réwnanie Markowa. O

Tres¢ twierdzenia 2 byla tematem zadania Twierdzenie 2. Rownanie
olimpijskiego, zobacz: S. Straszewicz,

2 2 2
»Zadania z olimpiad matematycznych”, (4) X" +Y " +72°=2-XYZ
tom IV, PZWS, Warszawa 1972, . . . .
zadanie 16. nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych.

Dowdd. Zalézmy, ze (A, B,C) jest rozwiazaniem réwnania w liczbach
naturalnych. Przyjmijmy d :== NWD(A, B,C) > 1, a wtedy A = ad,

B =bd, C = cd i liczby a, b, ¢ sa wzglednie pierwsze. Wéwczas rownanie
(po uproszczeniu) przyjmuje postaé

(5) a® + b* + ¢ = 2abcd.

Prawa strona réwnania (5 jest parzysta. Poniewaz liczby a, b, ¢ sa wzglednie
pierwsze, wiec nie moga by¢ wszystkie liczbami parzystymi. Parzystosé lewej
strony réwnania implikuje zatem, ze jedna z tych liczb jest liczbg parzysta,
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a dwie inne sg liczbami nieparzystymi. Niech, na

przyklad, a =2u, b=2v+1, ¢ = 2w+ 1, gdzie u,v,w € N.

Podstawiajac te wartosci do réwnania (5, otrzymujemy
4(u? + 2 Fw v+ w) + 2 = 4du(2v + 1) (2w + 1).

Réwnosé ta jest falszywa, bo prawa strona jest
podzielna przez 4, a lewa — nie. Zatem réwnanie (4)
nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych. U

Twierdzenie 3. Dla naturalnego s > 3 réwnanie (2) nie
ma rozwigzan w liczbach naturalnych.

Dowod. Bedziemy postepowaé analogicznie do dowodu
lematéw 11 2 z poprzedniego artykutu (A3g). Zalézmy,
ze dla pewnego naturalnego s > 3 réwnanie (2)) ma
rozwigzanie (a, b, ¢) w liczbach naturalnych. Wtedy liczby
a, b, c sa parami rézne. Gdyby, na przyklad, b = ¢, to

a? = sab?® — 2b% = b*(sa — 2), wiec a = bd, gdzie d jest
liczba naturalng. Wtedy b?d? = a? = b?(sbd — 2), czyli
d? = sbd — 2, a stad 2 = d(sb — d). Oznacza to, ze 2 jest
podzielne przez d, zatem d = 1 lub d = 2. W obu tych

przypadkach sb = 3, co jest sprzeczne z warunkiem s > 3.

Mozemy wiec przyjaé, ze a > b > c¢. Rozwazmy trojmian
kwadratowy

O, () = 22 + 0?4 % — sbex = x? — shex + (b + ¢2).

Poza pierwiastkiem a posiada on drugi pierwiastek a’
(mozna go wyznaczy¢, korzystajac ze wzoréw Viete’a),

wiec rozwigzanie (a, b, ¢) ma rozwigzanie sasiednie (a’, b, ¢).

*Szkola Gléwna Gospodarstwa
Wiejskiego w Warszawie

Poniewaz
(b—a)(b—a') = ®,(b) = 26> + ¢* — sb’c < 3b* — sb’c
< 3b% — sb? < 0,

wiec liczba b lezy miedzy liczbami a i a’. A wiec

a > b > a' i maksymalna wspélrzedna rozwiazania

(a’, b, ¢) jest mniejsza niz maksymalna wspélrzedna
rozwiazania (a, b, c). Zatem dla kazdego rozwiazania
(a, b, ¢) réwnania (2) z s > 3 mozna skonstruowaé

jego rozwigzanie (ay, b1, c1) z mniejsza maksymalna
wspoélrzedna. Oczywiscie liczby aq, by, ¢; rOwniez

sg parami rézne i mozemy przyjaé, ze a; > by > c1.
Powtarzajac podane wyzej rozumowanie, uzyskujemy
rozwiazanie (ag, b, c2) réwnania (2) z s > 3, ktérego
maksymalna wspélrzedna jest jeszcze mniejsza. W ten
sposob uzyskujemy nieskonczony ciag rozwiazan
réwnania (2)) z s > 3, z coraz mniejszymi maksymalnymi
wspolrzednymi. W zbiorze liczb naturalnych jest to
niemozliwe. Otrzymana sprzecznosé¢ pokazuje, ze

dla s > 3 réwnanie (2)) nie ma rozwiazan w liczbach
naturalnych. O

Prawdziwe jest twierdzenie ogélniejsze (A. Hurwitz,
1907): dla s > N réwnanie (1) nie ma rozwiazan

w liczbach naturalnych. Dla s = N > 3 réwnanie (1))
ma rozwiazanie osobliwe (z1,za,...,25) = (1,1,...,1),
z ktérego ,wyrastaja” kolejne rozwiazania.

W pozostatych przypadkach jest wiele wynikéw
czastkowych, jednak kompletnej teorii rownania
diofantycznego (1) wcigz brak.

Barttomiej BAK*

Czy fizyka ma zastosowanie w rolnictwie? Na to pytanie mozna bez wiekszego
namystu odpowiedzieé¢: ,joczywiscie, tak”. Przeciez wszystkie maszyny,
elektronika, czujniki, systemy nawadniania — to zaprzegnieta do konkretnych
celéw fizyka. Sprébujmy wiec poglebié to pytanie: Czy prawa fizyki moga byé
wykorzystane w rolnictwie bezpos$rednio? Okazuje sie, ze tak, i w niniejszym
artykule zostanie przedstawionych kilka, zdaniem autora najciekawszych,

przykladéw.

Wiosenne przymrozki — zmora wszystkich ogrodnikéw — z ktérymi owi ogrodnicy
musza sobie radzi¢ na rézne sposoby. Pierwszy, najbardziej intuicyjny, to
okrywanie roslin. Istotnie, jest to niezwykle skuteczna i nadal powszechnie
stosowana metoda przy uprawach, chociazby truskawek. Tu fizyka jest dos¢
prosta: stosujemy warstwe izolacyjng (w postaci np. agrowlékniny), ktéra chroni

Innym sposobem — nadal stosowanym,
aczkolwiek malo praktycznym — jest
ogrzewanie powietrza poprzez spalanie
réznego rodzaju paliw.

przed utrata ciepta. Malo tego, osiadajaca rosa, zamarzajac na powierzchni,
tworzy dodatkowa warstwe izolacyjna w postaci lodu (tzw. efekt igloo). Niestety
nie sposéb zaimplementowaé tej metody w przypadku sadoéw, i to z kilku

powodéw — poczawszy od rozmiaréw upraw i samych roélin, na kwestiach
praktycznych skoniczywszy.

Co wobec tego nalezaloby zrobi¢? Ot6z zaprzyjaznié sie z termodynamika.

*Przynajmniej w rodzinnych stronach
autora, gdzie uprawa jabtoni jest
powszechng i dominujaca gateziag
rolnictwa.

Okazuje sie, ze najskuteczniejsza i najczesciej stosowana metoda™ jest polewanie
(zraszanie) sadéw woda. Czytelnik Niewtajemniczony zapewne zdziwi sig, bo
brzmi to jak kompletny nonsens — chcemy ochronié¢ rosliny przed mrozem, po

czym polewamy je woda, ktéra przeciez zamarznie! Warto podkreslié, ze ta woda
faktycznie zamarznie — i tak ma by¢! Teraz wyjasnijmy dlaczego.
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