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Rozwigzania zadan z numeru 3/2026
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Przypominamy tresé¢ zadan:

917. Znalezé najwigksza liczbe ¢ majgca te wlasnosé, ze dla kazdej nieparzystej liczby naturalnej n

oraz dla kazdej liczby rzeczywistej x spelniona jest nieréwnosé |z™ — 1] > c|z — 1.

918. W tréjkacie ABC punkty D, E, F' sa spodkami wysoko$ci AD, BE, CF. Proste DE i CF

przecinaja si¢ w punkcie G. Udowodnié, ze okrag opisany na tréjkacie ABG przechodzi przez srodek
Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M odcinka DE.

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
911 (WT =2,38) i 912 (WT = 1,47)
z numeru 12/2025

Stanistaw Bednarek ¥.6dz 46,15
Mikotaj Pater 44,25
Roksana Stowik 41,56
Marian Lupiezowiec Gliwice 40,52

Krzysztof Kaminski Pabianice 40,19
Jedrzej Biedrzycki 38,19
Janusz Fiett Warszawa 34,18
Janusz Olszewski Warszawa 33,09

Fukasz Merta 31,54
Piotr Kumor Olsztyn 30,85
Tomasz Wietecha Tarnéw 30,73

I znéw dwaj Weterani: pan Stanistaw
Bednarek po raz czwarty, a pan Mikotlaj
Pater juz po raz piaty przekraczaja
magiczng lini¢ 44p.

nieréwnosé

bowiem biorac x,, =

wartosci nieparzyste):

2" 1| — z—1] =

n
zp —1

917. Dla x = 1 zadany warunek jest bezprzedmiotowy (spelniony dla kazdej
pary n,c). Dalej rozwazamy x # 1. Dla z ¢ (—1,0) mamy latwe szacowanie:

(z"—1) —(xz—1) =20 gdy = € (1,00);
(I—2™) — (1—z) 2 0 gdy = € [0,1);

—)
(1—2") — (1—2) >0 gdy x € (—o0, —1].

\VARA\VARR\

Natomiast gdy = € (—1,0), wiec 2™ < 0, 1 —x < 2, uzyjemy oszacowania
|z —1| = F|lo—1] = (1-2™) — $(1-2) > (1-2") — 1 > 0.
Zatem dla wszystkich rozwazanych par n € {1,3,5,7,...}, 2 € R spelniona jest

o~ 1] > b — 1,

ktéra pokazuje, ze stata ¢ = % jest dobra. Przy tym nie mozna jej zwiekszy¢,
n=/m, otrzymujemy w granicy (gdy n — oo przez
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n

= = — =
xn—1’ 1—2, 14+n-1/n 2

Stad wniosek, ze ¢ = % jest maksymalna zadana stala. (W koiicéwce mozna bylto
uzyé dowolnego ciagu (z,,) spelniajacego warunki x,, — —1, = — 0).

918. Niech M bedzie $rodkiem odcinka DE, a K $rodkiem odcinka AB.

Na nastepujacych czwérkach punktéw mozna opisaé okregi:

(1)

AEDB, GMKF, DEFK.

Uzasadnienia: punkty pierwszej czwoérki leza na okregu o $rednicy AB (katy
proste przy D i E); ten okrag ma $rodek K, wiecc KD = KFE; stad KM 1 ED
i cykliczno$é drugiej czworki (1) (katy proste przy M i F). Cyklicznos$é trzeciej
mozemy uzasadni¢ na przyklad tak:

Niech H oznacza ortocentrum tréjkata ABC; punkt F”
symetryczny do H wzgledem F lezy na okregu ABC)
podobnie punkty D’ i E’ symetryczne do H wzgledem
D i E. Punkt F” symetryczny do F’ wzgledem
symetralnej boku AB tez lezy na tym okregu; K jest
$rodkiem przeciwprostokatnej HF" trojkata HE'F" | czyli
HK = JHF". Tak wiec punkty D, E, F, K sa obrazami
punktéw D', E', F', F” w jednokladno$ci o srodku H

i skali 1/2; leza zatem na okregu DEF, bedacym obrazem
okregu ABC' [przechodzi on przez K i (podobnie) przez
$rodki bokéw AC, BC; wiekszosé Czytelnikéw rozpoznaje
w nim okrag dziewieciu punktow tréjkata ABC; a dla
tych, ktérzy sie z tym pojeciem nie zetkneli, zagadka:
na razie widzimy szes¢ charakterystycznych punktow
lezacych na nim, skad nazwa?].

Rysunek ilustruje sytuacje, gdy tojkat ABC jest
ostrokatny. Zachecamy Czytelnikéw do wykonania
odpowiednich szkicéw, by si¢ przekonac, ze
rozumowanie przenosi si¢ bez zadnych zmian na
przypadki trojkatéw rozwartokatnych.

Gdy juz mamy cykliczno$¢ kazdej z trzech czworek (1),
dokoficzenie jest natychmiastowe: jesli DE|AB,
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to G = M, i nie ma czego dowodzi¢. Jedli nie, to

oznaczajac przez X punkt przeciecia prostych

DE i AB, dostajemy réwnosci (poteg):
XG-XM=XF-XK=XE-XD=XA-XB.

Ro6wnosé skrajnych iloczynéw oznacza, ze punkty G, M,
A, B leza na okregu. [Rozwigzanie proponowane przez
Autora zadania, Michala Adamaszkal.
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Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Klub 44 F

Rozwigzania zadan z numeru 3/2026

Przypominamy tresé¢ zadan:

814. Dno naczynia nachylone jest pod katem o = 45° do poziomu. W dnie znajduje si¢ pélsferyczna

wypuklto$é o promieniu R (rys. 1). Wysoko§é stupa cieczy nad wypukloscig wynosi H. Jaka sila
dziala ciecz w kierunku pionowym na wypukta cze$é¢ dna? Gesto$¢ cieczy jest rowna p.
Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F 815. Nalezy przeprowadzi¢ gaz doskonaly ze stanu 1 o temperaturze T; do stanu 2 o temperaturze
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadari T> > T7 w taki sposob, aby temperatura w ciggu calego procesu odwracalnego 1 — 2 nie malata, a gaz

808 (WT = 1,69), 809 (WT = 1,77)
z numeru 12/2025
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 6-43,90
Andrzej Nowogrodzki

nie oddawal ciepta. Minimalna ilo$é¢ ciepta, jaka moze pobraé¢ gaz w opisanym procesie, wynosi Q1.
Jaka moze by¢ maksymalna ilo$é tego ciepta?

814. Rozwazmy cialo w ksztalcie pétkuli o promieniu R, ktére znajduje sie

Chocianéw 3-36,28 : Lt : : : : : s
Kraysztof Zygan  Lubin 3485 W cleczy o g@/s}tosm pi zorlentowan.e jest w przestrze.m doktadnie tak, :]ak
Ryszard Wozniak — Krakéw 34,50 wypukla cze$é dna danego naczynia (rys. 2). Zgodnie z prawem Archimedesa
Tomasz Wietecha  Tarnéw 18-32,87 : : : : 2 : Gt
Marian Lupiesowice Gliwice 3 9534 D2 cialo to dziala skierowana pionowo w gore sila wyporu o wartosci:

(1) F =2pgnR?/3.

Site F mozna przedstawi¢ jako wypadkowa sit dzialajacych ze strony
cieczy: sity F; dzialajacej na ,,podstawe” pétkuli i sity Fy dziatajacej na jej
powierzchnie boczna:

|
F/
(2)
St@d FQ =F — Fl.
Rys. 1 —1

Poniewaz cisnienie cieczy ros$nie liniowo wraz z glteboko$cia, mozemy napisac:

F =F; + F,,

Fi - (3) Fy = paS = pg(H + R)7R”.
L Przyjmijmy, ze 0§ Y jest skierowana pionowo w goére. Sktadowa pionowa sity Fy:
&' (4) Fy, = Fjcosa.
Interesuje nas sktadowa pionowa sity Fs:
Rys. 2 Fyy =F — Fy, = npgR*2R/3 — (H + R) cosa] .
‘ Dla o = 45° cosa = v/2/2 > 2/3, zatem Fy, < 0.
P A
Szukana sktadowa pionowa silty, jaka dziala ciecz na wypukla cze$é dna,
skierowana jest w dét i ma wartos¢
Fyy = Py, — F =7pgR?[(H + R)V2/2 — 2R/3].
815. Niech punkty 1 i 2 na wykresie pV wyznaczaja stany gazu
w temperaturach, odpowiednio, T i T5.. Poprowadzmy przez te punkty izotermy
i adiabaty i oznaczmy punkty ich przeciecia cyframi 3 i 4 (rys. 3). Proces 1 — 2
okreslony w tresci zadania jest mozliwy, gdy punkt 2 lezy na prawo od adiabaty
Rys. 3 przechodzacej przez punkt 1, a wykres dowolnego procesu 1 — 2 spelniajacego

warunki zadania musi leze¢ wewnatrz cyklu 1 -3 -2 —4 — 1.

Rozwazmy cykl 1— 3 — 2 — 1. Na drodze 1— 3 — 2 gaz
pobiera cieplo Q132 (na izotermie), nastepnie oddaje
cieplo o wartodci bezwzglednej Q12 na drodze 1 — 2,
wykonujac przy tym prace réwng Q132 — Q12, réwna
polu figury ograniczonej cyklem. Zatem

(1) Q132 = Q2.

Analogicznie, w procesie 1— 2 — 4 — 1 nieujemna praca
wykonana przez gaz wynosi Q12 — @142, stad

(2) Q12 = Q2.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez
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Z nieréwnosci (1) i (2) otrzymujemy
(3) Qa2 < Q12 < Q132

Poniewaz proces 1 — 2 jest dowolnym procesem
spelniajacym warunki zadania, z nieréwnosci (3)
wynika, ze minimalna ilo$¢ ciepta pobranego przez
gaz w takim procesie to Q140 = @1, a maksymalna
wynosi Q132. Oznaczmy ja przez Q2. Proces 1— 3 —
2 — 4 — 1 jest cyklem Carnota, ktérego sprawnosé

n=1-0Q1/Q2=1-"Ty/T,. Stad
Q2 = T/ Ts.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



