Przy okazji wspomnijmy, ze 1729 to
liczba Ramanujana, najmniejsza liczba
naturalna, ktérag mozna przedstawi¢ na
dwa rézne sposoby jako sume¢ dwéch

szedcianéw: 1729 = 123 + 13 = 10% + 95,
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Obraczki zareczone

Obraczki daleko—osobno

W 1949 roku Feynman przez kilka miesigcy przebywal w Brazylii. Spotkatl

tam pewnego Japoniczyka (w Brazylii jest liczna diaspora japoriska), ktéry byt
pewien, ze szybciej obliczy pierwiastek szeScienny, korzystajac z japonskiego
liczydla (sorobanu), niz Feynman w pamieci. Zaproponowal obliczenie &1729,03.
Nie docenil wiedzy Feynmana.

Obliczenie /1729,03. Feynman wiedzial, ze ¥/1+ z ~ 1+ %z dla malych
wartosci z. Wiedzial réwniez, ze 123 = 1728 (bo stopa to 12 cali, wigc stopa
szeécienna ma 1728 = 123 cali szeéciennych; to dla Amerykanéw wiedza
powszechna). Zatem

, 1.03 1 1,03
/172903 = V1728 - {1+ — z12-(1 .2 )
$/1729,03 = V1728 + T7o8 +3 Trom

1 1
,03 12 ,03

=23 432°
a oszacowanie ostatniego utamka jest tatwe:
2 1 103 1 2
0,00206 = 0 03 00 500 = 0,0025.

100000 _ 50000 ~ 43200 _ 40000 _ 1000000
Stad ¢/T729,03 ~ 12,002.

Podczas pobytu w Los Alamos Feynman spotkal niezwyktych ludzi. Chociaz
sam — jak wida¢ po przedstawionych wyzej rozumowaniach — byt niezwykle
biegty w rachunkach, przyznawal, ze arcymistrzem obliczenn byl Hans Bethe.
Jednocze$nie wspominal, ze Paul Olum zawsze potrafil go zaskoczy¢ zadaniem
rachunkowym, wobec ktorego byl bez szans. Ciekawych przypadkéow Richarda
Feynmana bylo bardzo wiele — tym, ktorzy nie czytali jeszcze tych fascynujacych
wspomnien, goraco polecam ich lekture.

Obraczki nieroztaczki? Mariusz SKAELBA*

Obraczka to okrag O w przestrzeni R3. Kiedy sa dwie obraczki O, Oy, mozliwe
sa dwa przypadki: albo obraczki si¢ przecinaja, albo nie.

Nauczymy sie najpierw rozstrzygacé, z ktérym przypadkiem mamy do czynienia.
W tym celu przypomnimy, jak opisa¢ okrag @ w przestrzeni R? w ramach
geometrii analitycznej. Kazdy okrag O C R? mozna (na wiele sposobéw)
rozpatrywacé jako przeciecie sfery z plaszczyzna. Dlatego ponizszy uklad réwnan
z trzema niewiadomymi z, ¥y, z:
(z—20)* + (y — 90)* + (2 — 20)> = 1

{Am+By+Cz+D:0
opisuje wlasnie okrag, punkt albo zbiér pusty. Ten opis mozna uprosci¢, zadajac,
aby plaszczyzna przechodzila przez srodek sfery, czyli by D = —Axg — By — Czp.
Woéwezas punkt (2o, 4o, 20) jest srodkiem obraczki, a r > 0 jej promieniem.
7Z takimi reprezentacjami okregéw w R? bedziemy dalej pracowac.

Obraczki Jasia i Malgosi przecinaja si¢ doktadnie wtedy, gdy nastepujacy uklad
réwnan nie jest sprzeczny:

(=2 +(Y—ys)?+(z—-27)° =73

Ajr+Byy+Cyz=Ayx;+ Byys+Cyzy

Ay + Byy+ Crpz = Ayens + Byyn + Cvzug

(z—zm)?+ (y—ym)*+ (2 — 2m)? =13,
Z oczywistych powoddéw geometrycznych uktad ten ma wéwcezas jedno lub
dwa rozwiazania. Pominiemy uzasadnienie formalne, ktore nie jest ani trudne,
ani ciekawe. Zajmiemy si¢ natomiast skrupulatnie jednym z podprzypadkdw
przypadku, gdy ten ukltad jest sprzeczny! Mianowicie chodzi nam o sytuacje,
gdy obraczki sa zareczone, a nie daleko—osobno od siebie. Rysunki na marginesie
wyjasniaja wszystko — i szkoda, ze zycie nie jest takie proste.
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Pseudokod ,réznowartos$ciowego”
algorytmu, ktéry binarnej lidcie a

o n jedynkach i n zerach przypisuje
przetasowany kwadrat s diugosci 2n
(patrz strona [7).

B« [[1,01]1 7 dwie puste listy
s« [1 % docelowo: wynik
for i in 0,2,..., n-1:
if B[0]=B[1]=[]:
we—alil
dodaj w na koniec s
dodaj w na koniec B[w]
else:
/% w wskazuje niepustq liste
if alil=w:
dodaj 1-w na koniec s
dodaj 1-w na koniec B[w]
else:
dodaj B[w][0] na koniec s
usun pierwszy element z Blw]

Najpierw scharakteryzujemy algebraicznie przypadek zapetlenia obraczek.
Obraczka Jasia moze przecinaé plaszczyzne Malgosi w punktach (na ogo6t
dwdch), ktore spelniaja uklad pierwszych trzech z powyzszych réwna:
(-2 +(Y—ys)?+(z—25)° =73
Ajr+Byjy+Cyz=Asx;+ Byyy;+Cjrzy
Obraczki sg zareczone doktadnie wtedy, gdy obraczka Jasia przecina plaszczyzne
obraczki Malgosi raz wewnatrz, a raz na zewnatrz jej obraczki. W takiej sytuacji
istnieja dokladnie dwa rozwiazania (x1,y1, 21), (2, Y2, 22) powyzszego ukladu
rownan, ktore spelniajg uktad nieréwnodci:
(z1 —zm)® + (Y1 —ym)? + (21 — 2m)? <13y
(z2 —xar)® + (Y2 — ym)? + (22 — 2m)? > 73
Lakonicznie (i, jak sie za chwile okaze, pozytecznie) mozna to zakodowaé
za pomoca napredce zdefiniowanej funkcji zaleznej od polozenia i rozmiaru
obraczek:

E = ((1‘1 — 331\/[)2 + (y1 - yM)2 + (21 — ZM)2 — T%/I)
(e —2n)? + (2 —ym)? + (22 — 2m)° —73s) -
Powyzsza wartosé nie jest okreslona, gdy obraczka Jasia nie przecina
plaszczyzny obraczki Malgosi — przyjmijmy, ze wéwczas E = co. Mamy zatem:

e I/ <0, gdy obraczki sa zareczone;
e F >0, gdy obraczki sa daleko—osobne;
e F =0, gdy obraczki przecinaja sie.
Zalézmy teraz, ze mamy 16 funkcji cigglych:
xJ(t)7 yJ(t)a ZJ(t)a TJ(t)7 AJ(t)v BJ(t)a CJ(t)v TJ(O;
v (t), ynm (), 2 (8), rar (8), Ane (), B (t), Car (), 7 (1),
okreslonych na przedziale domknietym [0, 1] i takich, ze dla kazdego t € [0, 1]
zachodza nieréwnosci r;(t) > 0 oraz 73 (t) > 0. Ponadto przypuséémy, ze
E(0) <0 oraz E(1) > 0.

Rozpatrujemy wiec ciagla rodzine par obraczek taka, ze w chwili ¢ = 0 sa one
zareczone, a w chwili ¢ = 1 odplatane. Dla uproszczenia zalézmy, ze E(t) < oo
dla t € [0, 1].

7 wtasnoéci Darboux funkgcji ciagtych wynika teraz, ze istnieje posrednia chwila
czasu tg € (0,1) taka, ze E(tp) = 0, a zatem chwila, w ktérej obraczki sie przetna!
Podsumowujac: zareczonych obraczek nie mozna roztaczy¢ bez sekatora do
tombakul!

Natomiast dysponujac przestrzenia R* (ze wspétrzednymi (z,y, z, w)), tatwo
skonstruowac ciagta rodzine par obraczek w ten sposéb, ze w chwili ¢ = 0 mamy
pare zareczona, a w chwili ¢ = 1 pare daleko—osobna i w kazdej posredniej chwili
obraczki nie przecinaja sie. Oto szczegély dotyczace konkretnej sytuacji, gdy na
poczatku mamy takie obraczki:
Oy ={(2,5,0,0) € R* [ 2* +y* = 1},
Ou = {(2,0,2,0) € R* | (z — 1)% + 2% = 1/4}.
(Obraczka Malgosi jest dwa razy wezsza, co dla calej konstrukeji nie ma
specjalnego znaczenia). W przestrzeni tréjwymiarowej w = 0 sa to obraczki
zareczone: plaszczyzna Jasia z = 0 przecina obraczke Matgosi w punktach
(1/2,0,0) i (3/2,0,0), z czego jeden lezy ,wewnatrz”, a drugi ,na zewnatrz”
obraczki Jasia. Przesuwamy obraczki tak, ze po czasie t € (0,3/4] zajmuja
nastepujace miejsca w R*:
Or={(z,y,0,t) R | 2® +¢* = 1},
One = {(,0,2,—t) €ER*| (z — 1 — )% + 2% = 1/4}.
W chwili ¢ = 3/4 obraczki znajduja sie w nastepujacych miejscach:
OJ,3/4 = {(.’E,y70,3/4) € R4 | .’E2 +y2 = 1}7
0M73/4 = {(‘Ta 07 2, _3/4) € R4 ‘ (SE - 7/4)2 + 22 = 1/4}7



Niniejszym chce podzigkowaé redaktorom
Fukaszowi Rajkowskiemu i Michalowi
Miskiewiczowi za nieoceniong pomoc
przxL nierozlaczaniu w R i rozplatywaniu
w R™.

Konstanty Ildefons Galczynski, Deszcz

i Z.adania

Rozwigzania na str. [24

W obcigciu do pierwszych trzech wspélrzednych sa one rozsuniete: maksymalna
warto$é¢ wspolrzednej x dla pierwszej obraczki to 1, czyli mniej niz minimalna
wartos¢ wspoélrzednej x drugiej obraczki (czyli 5/4). Niestety ,,zyja” one
w rownoleglych rozltacznych tréjwymiarowych podprzestrzeniach afinicznych
{w = 3/4} oraz {w = —3/4} przestrzeni R*. Ale pozostaly czas (éwieré
sekundy) wykorzystamy na sprowadzenie obraczek do tej samej podprzestrzeni
trojwymiarowej, w ktorej znajdowaly sie w chwili ¢ = 0:
Ogs={(2,9,0,3—3t) € R* | 2® +y* =1},
Oy = {(2,0,2,3t —3) € R* | (z — 7/4)? + 22 = 1/4}.
Rzeczywiscie, gdy podstawimy w powyzszych wzorach ¢ = 1, to otrzymamy
Oy ={(2,5,0,0) €R* [ 2* +y* = 1},
Owmi = {(2,0,2,0) € R* | (x — 7/4)? + 2% = 1/4},
czyli obraczki rozlaczone, i to ,zyjace” w tej samej przestrzeni trojwymiarowej
w = 0. Prosze¢ zauwazy¢, ze w kazdej chwili obraczki sa rozlaczne, a wigc udato
nam sie je rozplataé tylko przez bardzo delikatne (tzn. ciagle) rozsuwanie!

I tak sie trudno rozstaé. .. I tak sie tatwo rozstaé... (R® versus R%). ..

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1147. Ptaki réznia sie wielko$ciami, ale geometrycznie ich ksztalty sa bardzo
podobne (réznia sie skala wielkosci). Jak moc potrzebna ptakom do utrzymania
predkosci lotu zalezy od ich wielko$ci: masy m i rozmiaréw I (dtugosei)?
Wskazowka: zaréwno site nosna skrzydel, jak i sile oporu powietrza podczas
lotu z predkoscia v opisuje wzor postaci:

F= %,00302,

w ktérym p oznacza gesto$é powietrza, S powierzchnie skrzydel, a C' jest
wspOlezynnikiem liczbowym: Cp, dla sity nosnej i Cp dla sity oporu (Cp, # Cp).

F 1148. Moc promieniowania elektromagnetycznego Slonica wynosi

Lo = 3,828 - 10?6 W. Ciénienie wywierane przez to promieniowanie

dziata przeciwnie do przyciagania grawitacyjnego i dla bardzo matych czastek
pytu moze doprowadzié¢ do ich ,wywiewania” z okolic Storica. Dla czastki

pylu obiegajacej Stonce oddzialywanie z promieniowaniem Stonca spowalnia
tez jej ruch obiegowy. Kulista czastka pytu, dla ktérej sita odpychajaca
promieniowania stonecznego wynosi a = 0,1 jej przyciagania grawitacyjnego
przez Slonce, w chwili poczatkowej porusza sie po orbicie kolowej o promieniu
Ro = 1,510 m (promien orbity Ziemi). Ile czasu minie, nim ta czastka spadnie
na Stonce?

Przygotowal Dominik BUREK

M 1858. Na rysunku przedstawiono tréjkat podzielony na 25 mniejszych
tréjkatéw, ponumerowanych liczbami od 1 do 25. Czy mozna te same liczby
rozmiesci¢ na polach kwadratowej planszy 5 x 5 w taki sposob, aby dowolne
dwie liczby zapisane w sasiednich tréjkatach byly rowniez zapisane w sasiednich
kwadratowych polach? (Tréjkaty, podobnie jak kwadraty, uwaza sie za sasiednie,
jezeli maja wspélny bok).

M 1859. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym takim, ze
XABD = xACD = 90°. Okregi o $rednicach AB oraz CD przecinaja sie
w punktach P i Q. Udowodnié¢, ze 2PQ < AD.

M 1860. Jaka jest najmniejsza liczba calkowita dodatnia k o nastepujacej
wlasnodci: dla kazdego wielomianu f(x) stopnia 2026 o wspdlczynnikach
rzeczywistych istnieje taki wielomian g(x) stopnia co najwyzej k, réwniez
o wsp6lcezynnikach rzeczywistych, ze wykresy funkeji f(z) oraz g(z) maja
doktadnie 2026 punktéw wspolnych?
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