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Oryginalnie system Elo zostal stworzony
dla szachistéw. Tutaj przyjmiemy jednak
narracje pitkarska, piszac o druzynach.
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Wykres funkcji logistycznej o(t) = ﬁ

Odnotujmy symetrie tego wykresu:

spelniona jest tozsamos$¢ o(t) + o(—t) = 1.

Obrazowym przedstawieniem algorytmu
gradient descent jest préba wejscia na
szczyt po omacku poprzez wykonywanie
po jednym kroku w najbardziej stromym
kierunku.

Systemy ratingowe w sporcie
Jan LASEK*

Trwa rywalizacja druzyn w Mistrzostwach Swiata w pilce noznej. Z tej

okazji chcieliby$my przyblizy¢ Czytelnikom tematyke budowy tzw. systeméw
ratingowych w sporcie. Sa to mechanizmy przyporzadkowywania druzynom
liczb (ratingdw), ktére maja odzwierciedlaé¢ ich potencjal. Pelnia one wazne
funkcje. Przede wszystkim dostarczaja poréwnawczej miary silty druzyn, co

w sytuacjach gdy mamy duza liczbe uczestnikéw oraz stosunkowo mala liczbe
meczéw umozliwia ich uporzadkowanie. W ten sposob m.in. ratingi stosowane sa
do parowania rywali na podobnym poziomie, rozstawiania druzyn w turniejach
i ich rundach kwalifikacyjnych, a nawet do przyznawania zawodnikom pozwolen
na gre w danej lidze. Systemy ratingowe znajduja rowniez zastosowanie poza
sportem. Czesto stosowane sa przy ocenie zlozonych algorytmoéw rywalizujacych
w rozwiazywaniu danego zagadnienia, poréwnywanych parami przez pewna
wyrocznig, na przyklad grono ekspertéw (zob. |Arena Leaderboard dla modeli
jezykowych).

Model Elo

Jednym z najbardziej znanych systeméw ratingowych jest model zaproponowany
przez amerykanskiego profesora fizyki wegierskiego pochodzenia Arpada Elo
(1903-1992), ktéry byt réwniez utytulowanym szachista. Przyjmijmy, ze mamy
zadanie polegajace na wyznaczeniu ratingéw 71,72, ...,7rq dla d druzyn na
podstawie wynikéw n meczéw miedzy nimi. Niech rgk) bedzie ratingiem i-tej

druzyny po k-tym meczu (k < n). Zaczynamy, przyjmujac pewne wartosci
(0)

startowe, np. r; * = 0 dla wszystkich ¢. Powiedzmy, ze w k-tym meczu graty

druzyny i oraz j (i < j), i zakoniczyl si¢ on wynikiem 02(»?) € {0,0.5,1}, gdzie
warto$é¢ 1 odpowiada wygranej druzyny ¢, warto$é¢ j — wygranej druzyny j,
a wartosé¢ 0,5 odpowiada remisowi. Nie wykluczamy przy tym wielokrotnego
rozgrywania meczé6w miedzy dwiema tymi samymi druzynami. W najczesciej
przytaczanym wariancie modelu Elo ratingi druzyn ¢ oraz j aktualizowane sa
w nastepujacy sposob:
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przy czym pgf) odpowiada prawdopodobienstwu wygranej pierwszej druzyny

(pod warunkiem braku remisu) i okreslone jest za pomoca funkcji
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gdzie o(t) = 1+e+p(—t) to tzw. funkcja logistyczna. Parametr £ > 0 okresla rozmiar
kroku adaptacyjnego. Ratingi druzyn niebioracych udzialu w k-tym meczu

pozostaja oczywiscie bez zmian.

Zwrbéémy uwage na czytelng interpretacje wzoru aktualizujacego r; wyzej:
jesli z perspektywy druzyny i faktyczny wynik o;;" jest powyzej oczekiwan

pl(f), jej rating zostaje podwyzszony (i odwrotnie w przypadku porazki).

System wiec w przejrzysty sposéb dokonuje autokorekty dotychczasowych
estymat na podstawie wynikéw nowych gier, proporcjonalnie do réznicy miedzy
rzeczywistym wynikiem a przewidywaniami.

Zwiazek z algorytmem najszybszego spadku

Ciekawa obserwacja jest fakt, ze model Elo moze by¢ wyprowadzony jako pewien
wariant algorytmu najszybszego spadku (ang. steepest descent lub gradient
descent). W najwiekszym skrécie przypomnijmy, ze algorytm ten iteracyjnie
dostosowuje wartosci danego parametru x zgodnie z reguta x ==z — v - g—é’

dla pewnej ,,funkcji straty” L podlegajacej minimalizacji, a v > 0 jest tzw.
parametrem uczenia (learning rate). Jaka funkcje wybra¢ w przypadku problemu
konstrukcji ratingow?
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https://huggingface.co/spaces/lmarena-ai/arena-leaderboard

Tak okreslona strata dla przewidywania
zmiennej przyjmujacej skonczenie wiele
warto$ci (np. wyniku meczu) jest
powszechna w uczeniu maszynowym

i wystepuje tam pod nazwa straty
logarytmicznej. Ma ona tez klarowna
interpretacje probabilistyczng jako
logarytm tzw. funkcji wiarygodnosci,
czyli prawdopodobienstwa uzyskania
zaobserwowanego ciagu wynikéw

w zaleznos$ci od nieznanych parametréw.

To popularny i stosowany od dawna
model, zob. np. w: Maher M.J.,
»Modelling association football scores”
(1982).

W kaciku (Omega, A(I)G) mozna wiegcej
przeczytaé o rozkladzie Poissona

i w szczegdlnodci dlaczego mozemy sie
spodziewaé, ze liczba strzelonych bramek
jest opisana tym rozkladem.

Zatézmy, ze ratingi r1,...,7q maja te wlasnosé, ze kiedy spotykaja sie druzyny
i oraz j (i < j), to szansa na wygranie pierwszej z nich to p;; = o(r; — ;).
Zauwazmy przy tym od razu, ze wowczas szansa na wygranie drugiej druzyny to
1 —pij = o(r; —r;). Niech M bedzie zbiorem tréjek (7,7, k), gdzie k =1,2,...,n,
za$ 1 < j sg numerami druzyn grajacych w k-tym meczu. Rozwazmy nastepujaca

funkcje wektora ratingéw r = (r1,72,...,74):
k k
Lir)=— > (o logpy; + (1 - 0fs) log(1 - py;)).
(4,3,k)EM

Spelnia ona intuicyjne wymagania stawiane wobec funkcji straty dla tego
problemu — jest tym wigksza, im blizej wartosci prawdopodobienistwa p;; sa
czestotliwoéci wygranych druzyny ¢ nad druzyna j. Oznaczmy pojedynczy
skladnik powyzszej funkcji kosztu przez lgf). Mozna nietrudno sprawdzié, ze
funkcja logistyczna o spelia o’(t) = o(t)(1 — o(t)), a zatem (logo(t)) =1 —o(t).
Wynika stad, ze
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Okazuje sie zatem, ze stosujac kolejne iteracje algorytmu najszybszego spadku
dla pojedynczych meczéw zgodnie z kolejnoscia ich wystepowania, otrzymujemy
regule réwnowazna ,,dynamicznej” aktualizacji ratingdw w systemie Elo.

7 uwagi na swoja elegancje oraz skuteczno$é¢ w estymacji model Elo zostal

z powodzeniem zaaplikowany w wielu sportach. W piltce noznej na poziomie
rozgrywek miedzynarodowych jest on podstawa oficjalnego rankingu FIFA
(zar6wno dla reprezentacji meskich, jak i kobiecych) oraz w alternatywnej
implementacji dostepnej na EloRatings.netl Oczywiscie w zastosowaniach
systemy te réznia sie pewnymi szczegdlami od bazowego wariantu opisanego
wyzej, m.in. wazeniem meczéw ranga rozgrywek (np. przez rozréznienie meczéw
na towarzyskie i pucharowe) lub modyfikacjami wartosci wyniku 055) na
podstawie strzelonych bramek (czyli np. wynik 4 : 0 jest opisywany pewna
wartoscia blizej 1 niz wynik 2 : 1 o mniejszym marginesie zwyciestwa) czy
tez modyfikacja wspélczynnika k jako rosnacej funkcji bezwzglednej réznicy
bramek.

Idac tropem metody najszybszego spadku, mozna otrzymaé cala game
alternatywnych systeméw ratingowych przy zastosowaniu innych funkcji
modelujacych wyniki spotkan. Ponizej prezentujemy jeden taki system na bazie
modelu liczby goli szczegdlnie popularnego w pilce noznej.

Model ratingowy marginesu zwyciestwa

7 wyzej przedstawionego wyprowadzenia wzoru na ratingi Elo wynika, ze nie sa
one dostosowane do przewidywania liczby goli strzelonych przez poszczegolne
druzyny w danym meczu. Przedstawimy teraz wyprowadzony w podobnym
duchu alternatywny sposoéb oceny druzyn, lepiej skrojony pod takie zastosowanie.
Jest on oparty na tzw. rozkladzie Poissona, tzn. rozkladzie prawdopodobienstwa
na zbiorze liczb catkowitych nieujemnych, ktéry liczbie k € Zg przypisuje
prawdopodobienstwo %e‘“, gdzie p > 0 jest ustalonym parametrem (bedacym
jednoczes$nie wartoscia oczekiwang zmiennej wylosowanej z tego rozkladu).
Zakladamy, ze zmienne ng) oraz G;k) opisujace liczbe goli druzyn w meczu k
maja rozklad Poissona oraz ze sg niezalezne. Parametry tych rozkladéw to fi;;
oraz fij;, odpowiednio, gdzie

Hij = exp(c+r; — Tj), Mji = exp(c + i — i),

przy czym r;,7; sg ratingami druzyn i, j, odpowiednio, zas ¢ jest pewng staly
wspolna dla wszystkich meczéw. Prawdopodobienstwo wyniku x : y wynosi wtedy

x Y
k k i i
]P’(Gl(. ) x,G; ) = y) = x—‘] exp(—pi;) y—J'exp( i)
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https://inside.fifa.com/fifa-world-ranking/men
https://eloratings.net/
https://deltami.edu.pl/2006/01/prawo-malych-liczb/

Podobny system zostal opisany w pracy:
Kovalchik S., ,,Extension of the Elo rating
system to margin of victory” (2020), jako
heurystyka bez glebszych podstaw
teoretycznych. Ten i inne modele
szczegbélowo omawiamy w pracy: Lasek J.
i Gagolewski M., ,Interpretable sports
team rating models based on the gradient
descent algorithm” (2021).

Nastepnie przyjmijmy nastepujaca funkcje kosztu:

L) == > (0gPG" =) +10g PG = 5")),
(i,5,k)eEM

gdzie ggk) oznacza liczbe bramek druzyny ¢ w danym meczu k przeciwko

druzynie j. Ponownie, stosujac metode najszybszego spadku dla pojedynczych
meczow w kolejnoéci ich wystepowania w czasie, otrzymujemy rownania
aktualizacji dla parametrow
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Podobnie jak w modelu Elo, otrzymujemy bardzo intuicyjna interpretacje
réwnania dla aktualizacji parametréw: jesli obserwowana réznica bramek

miedzy druzynami g(k) — ¢\ r6zni sie od oczekiwanej l%('f) — p;l;),

i ; rating danej
druzyny ulega korekcie w odpowiednim kierunku. Im wigksza réznica miedzy
przewidywaniami a faktycznym wynikiem, tym wigksza korekta ratingéw

rywalizujacych druzyn.

W ten sposéb dochodzimy do nowego systemu ratingowego opartego na réznicy
goli. Wydaje sie to bardziej naturalnym sposobem opisu danych pitkarskich
(lub ogdlniej w sportach, w ktérych liczymy punkty) niz funkcja logistyczna
stosowana do danych binarnych. Dzieki temu, ze model ten bezposrednio okresla
prawdopodobieristwo dowolnego wyniku, mozna go zastosowa¢ do symulacji
przebiegu rozgrywek. Takie narzedzia sa czesto uzywane m.in. w badaniach
operacyjnych w sporcie, przy projektowaniu systeméw rozgrywek (tournament
design).

Mozliwe rozszerzenia

Przytoczone modele mozna rozszerzaé o szczegoly takie jak juz wspomniane
wspolezynniki istotnosci meczéw. W praktyce szczegdlnie waznymi aspektami
modelowania sg uwzglednienie przewagi gospodarza oraz regularyzacja funkcji
kosztu. Krotko omawiamy te dwa zagadnienia nizej.

Modelowanie przewagi gospodarza w najprostszym ujeciu polega na zwiekszeniu
0 pewna warto$¢ ratingu druzyny grajacej ,,u siebie”. Jest to do$¢ ciekawe
zjawisko, na ktére sklada sie zespdl czynnikéw (gléwnie psychologicznych)
skutkujacych tym, ze druzyny grajace na swoim stadionie statystycznie
wygrywaja czedciej niz goécie. Zjawisko to ma pewnego rodzaju odpowiednik

w szachach jako przewaga pierwszego ruchu biatych.

Warto réwniez rozszerzy¢ funkcje straty o skladnik tzw. regularyzacji
parametréw postaci A- Y, [r;|P (zwykle p=11ub p = 2, A > 0). Umozliwia

to uscidlenie modelu przez tzw. identyfikacje parametréw — w przeciwnym

razie funkcja kosztu oparta jedynie na réznicy ratingéw nie zmienia wartosci
po przesunieciu wektora ratingéw o dowolna stata wielkos¢. Co istotniejsze,
regularyzacja umozliwia czesto uzyskanie dokladniejszych oszacowan
prawdopodobienstw wynikéw meczéw, kosztem nieznacznej komplikacji réwnan
aktualizujacych ratingi.

Elegancja modelu Elo oraz jakos$¢ generowanych przez niego ratingéw
przyczynily sie do popularnoéci oraz licznych adaptacji tego systemu.
Przytoczone tu modele nie uwzgledniaja szerokiej listy czynnikow, jak sktady
druzyn i absencje kluczowych graczy. Tym niemniej interpretowalnosé

i przejrzystosé przedstawionych metod jest cenna z punktu widzenia zastosowan.
Warto réwniez zaznaczy¢, ze te proste systemy stosunkowo dobrze wypadaja

w poréwnaniu z bardziej ztozonymi modelami w przewidywaniu wynikéw
meczow w pilce noznej — sporcie o znaczacym wplywie czynnika losowego,
czesto decydujacym o wyniku rywalizacji. Komu bedzie sprzyjaé to szczescie

w trwajacych finalach Mistrzostw Swiata? Przekonamy sie niebawem €
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