at otwarty 17°: Przetasowane kwadraty w kombinatoryce na stowach

Barttomiej PAWLIK

Politechnika Slaska

Milosé niejedno ma imie, a kwadrat niejedno ma znaczenie. Kwadratami sa
pewne figury plaskie (chociazby ta: 0), ale tez niektére liczby, na przyktad 289.
Kwadrat to takze meskie imie w tradycji chrzescijanskiej — byt nawet

Moéj syn mial duzo szczescia, ze nie
wiedzialem o istnieniu tego imienia, gdy
przychodzil na $wiat.

DZIADZIA...

A czym jest stowo? Stowo to ciag znakéw pochodzacych
z ustalonego zbioru, zwanego alfabetem. Dla kazdego
skonczonego stowa W = wyws - - - w,, kwadratem jest
stowo WW = wiws - - - wpwiws - - - w,. Zatem kwadrat
mozna uzyskaé, taczac ze soba dwie kopie pewnego
stowa. Przetasowany kwadrat uzyskamy natomiast, gdy
te kopie ze soba ,,przetasujemy”: Stowo S = s182 -+ s2,
nazywamy przetasowanym kwadratem, jezeli istnieja
takie rozlaczne zbiory indekséw I = {iy,ia,..., 4}
iJ:{jl,jQ,...,jn}, zeip <io < ...<lp, J1 <

J2 < ... < jn oraz dla kazdego 1 < r < n zachodzi

i, = 84,.. W myS$l tej definicji dwiema ,tasowanymi”
kopiami tego samego stowa sa S1 = s;, 8, - - - Si,, oraz

Sy = 818, 8-

Przyktadowym przetasowanym kwadratem jest stowo
01001000 — wystarczy przyjaé¢ I = {1,2,3,6} oraz J =
{4,5,7,8}. Bezposrednie uzycie definicji jest — jak widaé —
nieporeczne. Na szczeScie istnieja wygodniejsze sposoby
reprezentacji faktu, ze stowo jest przetasowanym
kwadratem: chociazby poprzez podkreslanie liter
o indeksach ze zbioru I i nadkreslanie liter o indeksach
ze zbioru J w stowie S:

01001000.
Oczywiscie nie jest prawda, ze przetasowanym
kwadratem jest kazdy tangram (stowo zawierajace
parzysta liczbe wystapien kazdej litery z danego
alfabetu): $wiadczy o tym chociazby 0110. W zbiorze
wszystkich 256 stéw binarnych diugosci 8 dokladnie 82

Czfowiek o Al (7)

* ulam.ai

$w. Kwadrat, zwany Apologeta. Wreszcie kwadratem moze by¢ stowo, np. TATA,

to przetasowane kwadraty. Ogélnie rzecz biorac, liczba
binarnych przetasowanych kwadratéow diugosci 2n,
poczawszy od n = 1, uklada sie w ciag

2, 6, 22, 82, 320, 1268, 5102, 20632, 83972, 342468, ...
W encyklopedii OEIS cigg ten ma numer [A191755|

Jak wyglada wzor ogélny tego ciagu? Nie wiadomo,
cho¢ sa na Swiecie ludzie, ktérzy chcieliby go poznad.
Zdaje sie, ze to karkotlomne zadanie — zwlaszcza

ze okreslenie, czy dane slowo (nawet binarne!)

jest przetasowanym kwadratem, jest problemem
NP-zupelnym.

7 drugiej strony od calkiem niedawna wiemy, ze

kazdy odpowiednio dlugi binarny tangram prawie na
pewno jest przetasowanym kwadratem. ,Prawie na
pewno” oznacza tutaj, ze prawdopodobienstwo, ze
losowo wybrany binarny tangram jest przetasowanym
kwadratem, dazy do 1 przy n — oo.

Autorami |[dowodu| datowanego na grudzien 2025 sg Xiaoyu He i Logan
Post z Georgia Institute of Technology w Atlancie.

Powyzszy wynik nie jest trywialny, ale wzglednie tatwo
mozna wykazaé, ze liczba binarnych przetasowanych
kwadratow dtugosci 2n jest nie mniejsza niz (27;1)
Polecamy Czytelnikom probe znalezienia algorytmu,
ktory réznym ciagom binarnym o n jedynkach

i n zerach (tych jest wlasnie (2:)) przypisuje rézne
przetasowane kwadraty dlugosci 2n (przyklad na
stronie (3).

Terence Tao, problemy Erdosa i Al
Przemystaw CHOJECKI*

Thomas Bloom to brytyjski matematyk, ktory od kilku lat prowadzi strone
erdosproblems. com. Paul Erdés zostawil po sobie ponad tysiac probleméw —
gltownie z teorii liczb i kombinatoryki — z ktoérych wiele do dzisiaj pozostaje
nierozwigzanych. Bloom stara sie zebraé je wszystkie i skatalogowad.

Pod koniec grudnia 2025 roku na stronie Blooma zaczal panowaé ruch wigkszy
niz zwykle. Nowe wpisy, nowe podejscia do starych probleméw, pierwsze udane
ataki na problemy, ktérymi nikt nie zajmowat sie od 50 lat. Pow6d? Pojawienie
sie GPT-5.2 od OpenAl w publicznym dostepie.

Terence Tao jest jednym z najbardziej znanych matematykéw na $wiecie.
Medalista Fieldsa, niestrudzony edukator, ktéry prowadzi poczytny blog, ma
na swoim koncie liczne wyklady na Swiecie i skupia woké! siebie dziesiatki
wspolpracownikéw. Ostatnio znalazt sobie nowe hobby — Al. Dawniej sceptyk —
zachowaly sie jego wypowiedzi, w ktérych watpi w szeroka uzytecznos$c sztucznej
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https://oeis.org/A191755
https://arxiv.org/pdf/2512.12077

Lean to jezyk programowania i asystent
dowodzenia, w ktérym mozna zapisywaé
twierdzenia matematyczne i ich dowody
w sposéb zrozumialy dla komputera.
Program weryfikuje kazdy krok
rozumowania, dzigki czemu raz
sformalizowany dowdd jest pewny — nie
ma w nim luk ani bt¢déw, ktére moga
umknaé¢ ludzkiemu recenzentowi.

LLM (ang. large language model) —
model uczenia maszynowego trenowany
na bardzo duzych zbiorach tekstéw, ktéry
uczy si¢ przewidywacé kolejne stowa

w zdaniu, typowo z wykorzystaniem
architektury transformera. W praktyce
pozwala to na generowanie spéjnych
odpowiedzi, cze¢sto brzmiacych jak
napisane przez czlowieka, a takze na
analize i przetwarzanie tekstu oraz prace
z kodem. Przykladem LLM jest rodzina
modeli GPT omawiana w tekscie.

Pelne rozwigzanie mozna zobaczy¢ pod
adresem
www.ulam.ai/research/erdos1148-full.pdf,
a dyskusje tu:
www.erdosproblems.com/1148.

O rozstrzygnieciu przez sztuczng
inteligencj¢ bardzo znanej hipotezy Erésa,
ktére zostalo ogloszone juz po wstepnym
ztozeniu niniejszego wydania Delty,
piszemy na stronie 16| (przyp. red.)

inteligencji — obecnie realista-eksperymentator. Dopiero co nagral na YouTube
film (youtu.be/JHEQ7cplfk87si=TRjhuae2bfEygéce)) o tym, jak uzywa Claude
Code do formalizacji swojego dowodu w Lean.

Tao jest tez jednym z najbardziej aktywnych uzytkownikéw forum Blooma. Jego
wpisy pojawiajg sie prawie codziennie, czesto odpowiada, komentuje, uzupelnia
kontekst, identyfikuje trudnoséci w problemach. To dzigki niemu kilka problemdw
Erdésa zostato rozwigzanych za pomoca Al

Co sie zmienilo z nadejSciem GPT-5.27

Rozumowanie. Przeskok pomiedzy tym a poprzednimi modelami z mojej
perspektywy jest wigkszy niz jakakolwiek zmiana, ktora dokonala si¢ wczesniej.
Wydtuzyl sie kontekst i okienko rozumowania. Oznacza to, ze model moze
przyja¢ wiecej danych i dtuzej sie nad nimi zastanawiaé — rozumowania w wersji
Pro Extended Thinking potrafia trwa¢ nawet 80-90 minut na jedno zapytanie.

Dzieki temu postepowi komentarz Tao, ktory zarysowuje strategie ataku na
problem, mozna uzy¢ jako prompt do GPT-5.2 (a obecnie 5.4), ktéry prowadzi
bezposrednio do gotowej pracy. Takich przyktadéw, prompt ~ gotowa praca
matematyczna, byto juz kilka.

LLM-y sa w stanie tez radzi¢ sobie bez komentarzy medalistéw Fieldsa. Sam
jestem czestym bywalcem forum i dzigki GPT-5.2 oraz GPT-5.4, a takze
procesowi, ktéry trwal dwa miesiace, rozwigzatem problem Erdésa nr 1148.
Problem ten ma elementarne sformulowanie: czy kazda duza liczba catkowita n
daje si¢ przedstawié¢ (dla pewnych catkowitych x,vy,2) w postaci n = 22 + y? — 22
z warunkiem max(z?, y?, 2%) < n?

Rozwiazanie jednak elementarne nie jest i wykorzystuje twierdzenie Duke’a

o dystrybucji punktéw na hiperboloidach. W znalezieniu go pomogta mi wiedza
z teorii liczb, dzigki czemu proces przypominal prowadzenie doktoranta do
rozwiazania. Mimo to GPT-5.2 nie byl w stanie ukonczy¢ problemu, za to GPT-5.4
niemal od razu zobaczyl poprawne rozwiazanie na bazie poprzednich notatek.

AT jako matematyk

AT oczywiscie jeszcze nie jest w pelni autonomicznym matematykiem — ale jest
to kierunek, ktérym sie zajmuje w ramach mojej dzialalnoéci zawodowej, jak
rowniez zajmuje sie tym kilka firm na $wiecie: Axiom, Math Inc., Harmonic.
LLM-y sa znakomite w wyszukiwaniu literatury przedmiotu i stosowaniu
rozumowan, ktére sa juz dostepne w innych kontekstach, ale w tej samej dzialce.
Za to absolutnie nie sa jeszcze zdolne do budowania nowych definicji i teorii

ani do brania inspiracji z innych dziedzin (chyba ze zostaly do tego popchnigte
promptami explicite).

Niemniej to, do czego juz sa zdolne, sprawia, ze praca
matematyka (a takze naukowca z dowolnej dziedziny)
znaczaco przyspiesza. Al jest w stanie bardzo doktadnie
przeszukac literature, zaprojektowaé eksperymenty

na wybranych przyktadach, zaproponowaé strategie
dowodowe i niektére samemu przeprowadzic.

Dlatego zachecam kazdego matematyka i pasjonata do
spréobowania GPT-5.4 Extended Thinking (koniecznie
Extended Thinking): wystarczy zaczaé¢ od zaladowania
modelowi swojej ostatniej pracy i poproszenia o mozliwe
kontynuacje i rozwiniecie tematu, by zobaczy¢, do czego
jest zdolny.

Praca matematyka w najblizszych latach mocno

sie zmieni. Odpowiedz na pytanie jak to juz temat

na osobny artykul. Innym waznym watkiem jest

tez formalizacja matematyki w Lean. Dziedzina, ktéra
jeszcze niedawno byla niewielka nisza, jest obecnie
jedna z najszybciej rozwijajacych sie gatezi matematyki.

8

W koncu chcemy mieé¢ mozliwo$é weryfikacji, ze dowody,
ktére produkujg agenci Al, sa poprawne.

Tutaj najwigkszy przelom dokonal si¢ niedawno,

w 2026 roku. Firma Math Inc zbudowala bowiem
Gaussa — agenta Al ktéry, dziatajac nieprzerwanie
przez 2 tygodnie (bazujac na dodatkowej wspolpracy
z ludZmi), sformalizowal dowody Maryny Wiazowskiej
problemu upakowania sfer, za ktére otrzymala medal
Fieldsa. Formalizacja zajeta 200000 linii kodu w Lean.

Wkraczamy na nowe, nieznane terytorium

w prowadzeniu badan, w tym matematycznych.

AT obiecuje demokratyzacje ,inteligencji”, a co za

tym idzie, przyspieszenie generowania pomystéw,
dowodéw, twierdzen. Jest jeszcze wiele do zrobienia,
ale rzeczywisto$¢ matematyka zmienita sie w grudniu
2025 roku. Jestem optymista i wierze, ze zmiana ta jest
tylko na lepsze.


https://youtu.be/JHEO7cplfk8?si=TRjhuae2bfEyg4ce
www.ulam.ai/research/erdos1148-full.pdf
www.erdosproblems.com/1148

