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Rozwigzania na str. [24

W obcigciu do pierwszych trzech wspélrzednych sa one rozsuniete: maksymalna
warto$é¢ wspolrzednej x dla pierwszej obraczki to 1, czyli mniej niz minimalna
wartos¢ wspoélrzednej x drugiej obraczki (czyli 5/4). Niestety ,,zyja” one
w rownoleglych rozltacznych tréjwymiarowych podprzestrzeniach afinicznych
{w = 3/4} oraz {w = —3/4} przestrzeni R*. Ale pozostaly czas (éwieré
sekundy) wykorzystamy na sprowadzenie obraczek do tej samej podprzestrzeni
trojwymiarowej, w ktorej znajdowaly sie w chwili ¢ = 0:
Ogs={(2,9,0,3—3t) € R* | 2® +y* =1},
Oy = {(2,0,2,3t —3) € R* | (z — 7/4)? + 22 = 1/4}.
Rzeczywiscie, gdy podstawimy w powyzszych wzorach ¢ = 1, to otrzymamy
Oy ={(2,5,0,0) €R* [ 2* +y* = 1},
Owmi = {(2,0,2,0) € R* | (x — 7/4)? + 2% = 1/4},
czyli obraczki rozlaczone, i to ,zyjace” w tej samej przestrzeni trojwymiarowej
w = 0. Prosze¢ zauwazy¢, ze w kazdej chwili obraczki sa rozlaczne, a wigc udato
nam sie je rozplataé tylko przez bardzo delikatne (tzn. ciagle) rozsuwanie!

I tak sie trudno rozstaé. .. I tak sie tatwo rozstaé... (R® versus R%). ..

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1147. Ptaki réznia sie wielko$ciami, ale geometrycznie ich ksztalty sa bardzo
podobne (réznia sie skala wielkosci). Jak moc potrzebna ptakom do utrzymania
predkosci lotu zalezy od ich wielko$ci: masy m i rozmiaréw I (dtugosei)?
Wskazowka: zaréwno site nosna skrzydel, jak i sile oporu powietrza podczas
lotu z predkoscia v opisuje wzor postaci:

F= %,00302,

w ktérym p oznacza gesto$é powietrza, S powierzchnie skrzydel, a C' jest
wspOlezynnikiem liczbowym: Cp, dla sity nosnej i Cp dla sity oporu (Cp, # Cp).

F 1148. Moc promieniowania elektromagnetycznego Slonica wynosi

Lo = 3,828 - 10?6 W. Ciénienie wywierane przez to promieniowanie

dziata przeciwnie do przyciagania grawitacyjnego i dla bardzo matych czastek
pytu moze doprowadzié¢ do ich ,wywiewania” z okolic Storica. Dla czastki

pylu obiegajacej Stonce oddzialywanie z promieniowaniem Stonca spowalnia
tez jej ruch obiegowy. Kulista czastka pytu, dla ktérej sita odpychajaca
promieniowania stonecznego wynosi a = 0,1 jej przyciagania grawitacyjnego
przez Slonce, w chwili poczatkowej porusza sie po orbicie kolowej o promieniu
Ro = 1,510 m (promien orbity Ziemi). Ile czasu minie, nim ta czastka spadnie
na Stonce?

Przygotowal Dominik BUREK

M 1858. Na rysunku przedstawiono tréjkat podzielony na 25 mniejszych
tréjkatéw, ponumerowanych liczbami od 1 do 25. Czy mozna te same liczby
rozmiesci¢ na polach kwadratowej planszy 5 x 5 w taki sposob, aby dowolne
dwie liczby zapisane w sasiednich tréjkatach byly rowniez zapisane w sasiednich
kwadratowych polach? (Tréjkaty, podobnie jak kwadraty, uwaza sie za sasiednie,
jezeli maja wspélny bok).

M 1859. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym takim, ze
XABD = xACD = 90°. Okregi o $rednicach AB oraz CD przecinaja sie
w punktach P i Q. Udowodnié¢, ze 2PQ < AD.

M 1860. Jaka jest najmniejsza liczba calkowita dodatnia k o nastepujacej
wlasnodci: dla kazdego wielomianu f(x) stopnia 2026 o wspdlczynnikach
rzeczywistych istnieje taki wielomian g(x) stopnia co najwyzej k, réwniez
o wsp6lcezynnikach rzeczywistych, ze wykresy funkeji f(z) oraz g(z) maja
doktadnie 2026 punktéw wspolnych?

4



Rozwigzania zadan ze strony 4

i Rozwigzanie zadania F 1147.
Podczas lotu sita nosna musi réwnowazy¢ ciezar ptaka o masie m
w polu ciezkosci g:

1
mg = §pCLSv2.

Niech [ oznacza dlugo$é¢ charakteryzujaca wielkosé ptaka. Mamy:
mx 13, S x 2, a wiec v x /2 x m1/6. Moc P potrzebna do
pokonania silty oporu F' wynosi:

1
P:F-v:ipC’DS’UQ-v.

Po podstawieniu do ostatniego wzoru uzyskanych wczesniej
zaleznoéci otrzymujemy: P o< 17/2 oc m7/6.

i Rozwigzanie zadania F 1148.
Foton niesie ped p réwny jego energii E podzielonej przez
predkosé swiatla ¢, tj. p = E/c. Strumient pedu S promieniowania
elektromagnetycznego w odlegloéci R od Storica wynosi wiec:
Lo

" 4mwcR?’
Na potrzeby oszacowania przyjmijmy, ze cala energia padajaca
na czastke pylu jest przez nia pochlaniana, a nastepnie
wypromieniowywana izotropowo. Przy tym zalozeniu
sita odpychajaca F' wywierana przez to promieniowanie na kulistg
czastke o promieniu r wynosi:

Lor?

4cR?’

Sita Fg grawitacyjnego przyciggania czgstki o masie m przez
Storice o masie M wynosi:

F=nmr?S =

GMm
R2
W ostatnim wzorze G oznacza stala grawitacji. Sity F'i Fg sa
odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odlegloéci R od Stonca.
Tym samym ich stosunek nie zalezy od R. Oznacza to, ze na
czastke pylu dziala efektywna sila grawitacji” postaci (1 — a)Fg.

Fo=—

Dla czastki poruszajacej sie po orbicie kotowej z predkoécia v
strumien pedu promieniowania stonecznego ,nadbiega” pod katem,
a zwigzany z tym faktem przekaz pedu jest Zzrédtem sily hamujacej
réwnej Fv/c = aFgv/c. Ze wzgledu na bardzo mala wartosé v/c —
stosunku predkosci orbitalnej do predkosci $wiatta — czastka, ktéra
poczatkowo porusza sie po orbicie kotowej, w kazdej pdzniejszej
chwili porusza sie takze po torze bardzo bliskim orbicie kolowej
(o bardzo wolno malejacym promieniu). Na skutek dzialania sily
Fv/c czastka traci energie w tempie Fv?/c = av?Fg/c. Energia
catkowita czastki w polu sity (1 — a) Fg wynosi:
B mv?  (1—a)GMm _ (1—a)GMm
2 R - 2R ‘
W ostatniej réwnosci uwzgledniliémy fakt, ze na orbicie kotowej
v2=(1-a)GMm/R.
Otrzymujemy zalezno$é:
dE ~ (1-a)GMmdR  aGMm (1 —a)GM
7 R SR

da 2R? dt cR?
czyli: @ - _aG’_M R @
dt R dt
Po scatkowaniu lewej strony od poczatkowej wartosci R(Z) do 0,
a prawej od 0 do t — czasu spadku na Storice, otrzymujemy:
4aGMt
—
Skorzystajmy ze zwigzku zawierajacego rok ziemski 7"
GM/R2 = 472 Ry /T?. Otrzymamy wéwczas:
t: cT?
16m2aRg
czyli okoto 4 tysiace lat.

= —4aGM.

RZ =

= 3,99 - 10°T,

Warunki zadania (o = 0,1) spelnia czastka piasku o gestosci
p=2,65g/cm? i érednicy d ~ 4,3 - 1076 m.

Przedstawione tu zjawisko to tzw. efekt Poyntinga—Robertsona.
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i Rozwigzanie zadania M 1858.

Odpowied? jest negatywna.

Przypusémy, ze jest inaczej i ze udalo nam si¢ wpisa¢ liczby od

1 do 25 w pola kwadratu w sposéb spelniajacy warunki zadania.
Pokolorujmy tréjkaty oraz pola kwadratu naprzemiennie na czarno

i biato, jak na rysunku.

& E te droge kazde dwa sasiednie
trojkaty maja rézne kolory.

Z zalozen wynika, ze kolejne liczby z tego tancucha tworza réwniez

tancuch na kwadratowej planszy, ktorego kazde dwa kolejne

pola sa réznokolorowe. Wynika stad, ze dowolne dwie liczby

zapisane w tréjkatach tego samego koloru musza by¢ zapisane

w kwadratowych polach tego samego koloru.

Zauwazmy, ze z dowolnego
tréjkata mozna przej$é do
kazdego innego, przy czym
w lancuchu tréjkatéw tworzacych

W danym tréjkacie znajduje si¢ 15 czarnych oraz 10 bialych
tréjkatéow. Natomiast w kwadracie 5 X 5 znajduje si¢ 13 czarnych
oraz 12 bialych pdl. Poniewaz liczba czarnych tréjkatow jest
wieksza niz liczba pdl dowolnego koloru w kwadracie, nie jest
mozliwe spelnienie warunku zadania.

i Rozwigzanie zadania M 1859.

Cc B Niech K i L beda rzutami
prostokatnymi punktéw B i C
na prostag AD. Wéwczas okregi
o érednicach AB i CD przechodza
odpowiednio przez punkty K i L,
a ich punkty wspélne P, Q leza
na tukach BK i CL. Poniewaz
D L K~ A XBAK <90°, otrzymujemy

PQ < BK. Ponadto punkt B
lezy na pétokregu o érednicy AD, i dlatego BK < %, co kotczy
dowdéd. Obie przedstawione nieréwnosci staja sie réwnoscia tylko
wtedy, gdy punkty B i C lezg w $rodku tuku AD.

i Rozwigzanie zadania M 1860.
Odpowiedz: k = 2024.

Niech n > 2 bedzie dowolng liczbg naturalng. Pokazemy, ze dla
dowolnego wielomianu f stopnia n istnieje wielomian g stopnia
co najwyzej n — 2, ktérego wykres przecina wykres f w dokladnie
n punktach. Mnozenie wielomianu f przez niezerowsg stala nie
zmienia liczby punktéw przeciecia wykreséw (analogicznie mozna
przeskalowaé g), dlatego bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze

fl@)=z" +a1z" P+ az™ "2+ + an.
Wybierzmy dowolnie n parami réznych liczb rzeczywistych
T1i,...,Tn, ktére spetniaja warunek
1+ T2+ +2Tn = —a1.
Zdefiniujmy
9(@) = f(x) - h(a).

Wielomiany f i h maja ten sam wspélczynnik przy ™ oraz
przy z" "1, zatem stopieii wielomianu g = f — h nie przekracza
n — 2. Ponadto punkty wspélne wykreséw f i g s doktadnie
pierwiastkami wielomianu h, czyli jest ich doktadnie n.

h(z) = (z —z1)(x —x2) - (x —zp) oraz

Pokazemy teraz, ze stopienn k < n — 3 nie wystarcza. Niech
f(z) =z™, a g(z) bedzie dowolnym wielomianem stopnia

co najwyzej n — 3. Zaldézmy, ze wykresy f i g przecinaja si¢

w n punktach o parami réznych odcietych z1,...,z,. Wowczas
wielomian f — g stopnia n ma n rzeczywistych pierwiastkow.

Zauwazmy jednak, ze w wielomianie f — g wspélczynniki przy z™ 1

oraz "2 sg réwne zero. Z twierdzenia Viéte'a otrzymujemy

r1+--+x, =0 oraz Z zix; = 0.
1<i<j<n
Stad
:E%+~-~+:E2L:(r1+~~-+mn)2—22wimj =0,
i<j
co implikuje 1 = -+ = z,, = 0, w sprzecznosci z zalozeniem, ze

liczby x; sa parami rézne.



