Graf pozycji gry hex 2 X 2
(z dokladnoscig do symetrii)

Graf stanéw planszy gry chrup! 3 x 2
(z dokladnosciag do symetrii)
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Grafy gier Barttomiej BZDEGA

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Przed lektura warto zajrzeé do |[poprzedniego kacika, w ktérym sg potrzebne definicje

i przyklady. Graczem I nazywamy tego, ktéry rozpoczyna gre, a gracz Il to jego przeciwnik.

Bedziemy tez rozrézniaé gre (na przyktad szachy) od rozgrywki (partii).

Przez pozycje rozumiemy sytuacje w rozgrywce na jej poczatku lub po ruchu jednego z graczy.

Pozycja sklada si¢ z dwdch czesci: stanu (w wigkszosci gier to po prostu ,wyglad” planszy)

i informacji, ktéry z graczy ma ruch. Jest to informacja niezbedna — na przyktad w warcabach

sa takie ulozenia pionkéw, w ktérych ruch moga mieé zaréwno biale, jak i czarne; traktujemy

to jako dwie rézne pozycje.

Dla kazdej gry kombinatorycznej mozemy zbudowaé strukture zwana grafem pozycji.

Wierzcholki tego grafu odpowiadaja pozycjom, a zorientowane krawedzie — ruchom (czyli A — B,

jesli gracz moze wykonaé ruch z pozycji A do pozycji B). Pozycja poczatkowa jest jedyna,

z ktérej strzalki wylacznie wychodza. Koncowe pozycje to takie, z ktérych nie wychodzi juz

zadna strzatka — okre$laja one jednoznacznie wynik rozgrywki. Na rysunku obok widaé¢ graf

pozycji gry hex na planszy 2 X 2 (z dokladnos$cig do symetrii).

Najtatwiejsze do analizy sa gry, ktére zawsze konicza sie zwyciestwem jednego z graczy (remis

jest niemozliwy). Ponizsze rozwazania dotycza wilas$nie takich gier.

Pozycje nazwiemy rozstrzygnietq, jesli w rozgrywce rozpoczynajacej sie od niej jeden z graczy

moze zapewnié sobie zwycigstwo niezaleznie od poczynan przeciwnika. Jest jasne, ze:

o jesli w pozycji A gracz moze wykonaé ruch do wygranej dla niego pozycji, to pozycja A
réwniez jest dla niego wygrana;

o jesli w pozycji B wszystkie ruchy gracza prowadza do przegranej dla niego pozycji, to
pozycja B jest réwniez dla niego przegrana.

To pozwala na proste sformutowanie uniwersalnej strategii: gracz, jesli tylko moze, wykonuje

ruch do pozycji dla niego wygranej.

Twierdzenie. W grach kombinatorycznych bez remiséw kazda pozycja jest rozstrzygnieta.

W szczegdlnodci, w kazdej takiej grze jeden z graczy ma strategie wygrywajaca (krécej: kazda

gra jest rozstrzygnigta).

Dowdd. Dla kazdej pozycji jej glebokoscig nazwiemy najwieksza mozliwg liczbe ruchéw

od tej pozycji do zakonczenia rozgrywki. Jesli pozycja ma gtebokos¢ 0, to jest koncowa

i jest rozstrzygnieta z definicji. Ustalmy d > 1 i zalézmy indukcyjnie, ze rozstrzygnigte sa

wszystkie pozycje o glebokosciach mniejszych od d. Z kazdej pozycji mozna wykonaé¢ ruch

wylacznie do pozycji o mniejszych glebokosciach, wiec mozemy rozstrzygnaé wszystkie pozycje

z glebokoscia d na podstawie wczesniej wymienionych regul. Ze wzgledu na skonczonosé gry,

rozstrzygniemy w ten sposéb wszystkie pozycje. Nalezy do nich réwniez pozycja poczatkowa. [

Dowdd twierdzenia dostarcza nam metode rozstrzygania pozycji — ,,od konca”.

Wracamy teraz do gier z mozliwym remisem. Mozna udowodnié¢ (przeprowadzajac analogiczne
rozumowanie lub wywnioskowaé — jak? — bezposrednio z twierdzenia), ze albo jeden z graczy
ma strategie wygrywajaca, albo obaj maja strategie zapewniajaca co najmniej remis.

To straszne! Z powyzszego wynika, ze kazda idealna rozgrywka w grze kombinatorycznej

skazana jest na z géry okreslony rezultat. Jednak wielu ludzi gra, a w niektoére gry

organizowane sa nawet mistrzostwa $wiata: szachy, go, hex, gomoku. .. A to dlatego, ze
znalezienie strategii jest znacznie trudniejszym problemem od wykazania jej istnienia. Nawet
bardzo male gry moga mie¢ skomplikowane grafy — tu namawiam Cazytelnika do podjecia

daremnej préby narysowania grafu pozycji gry kétko i krzyzyk na planszy 3 x 3.

W niektorych grach zamiast grafu pozycji mozemy rozwazy¢ graf standw, ze strzatkami S — T,

jesli ze stanu S gracz majacy ruch moze go wykonaé do stanu 7. Warunkiem jest to, ze dla

kazdego stanu obaj gracze maja ten sam zestaw stanéw, do ktérych moga przej$é, wykonujac
ruch. Jest tak, dla przyktadu, w grze chrup! i w grze Wythoffa. Dzieki takiemu podejsciu
mamy do 50‘7 mniej sytuacji do rozstrzygniecia, w stosunku do grafu pozycji. Na rysunku
obok widaé¢ graf stanéw gry chrup! na czekoladzie 3 X 2 (z dokladnos$cia do symetrii).

Jedli remis jest niemozliwy, to kazdy stan mozna okresli¢ jako wygrany (W) badz przegrany (P)

dla gracza, ktéry aktualnie ma ruch. Przypisanie wartosci stanom jest analogiczne jak

wczesniej: stan P to taki, z ktérego wszystkie ruchy prowadza do stanu W, a stan W —

w ktérym co najmniej jeden ruch prowadzi do stanu P. Rozumujac analogicznie jak

w przypadku grafu pozycji, mozemy kazdemu stanowi przypisaé W lub P. Strategia polega

na wyborze, o ile to mozliwe, stanu P — czyli przegranej dla naszego przeciwnika, ktéry bedzie

mial wtedy ruch.

Na koniec dwie porady praktyczne.

(1) Ustalajac strategiec wygrywajaca dla jednego z graczy, wystarczy rozwazy¢ tylko te pozycje
lub stany, ktére wystapia w grze podczas stosowania tej strategii — nie trzeba analizowacé
calego grafu.

(2) Wygodnym zabiegiem jest uznawanie pozycji w oczywisty sposéb rozstrzygnietych jako
koricowe.

Zadania

1. Rozstrzygnaé wszystkie pozycje/stany nastepujacych gier:

(a) dominacja na planszy 3 x 3,
(b) gra Wythoffa na planszy 6 X 4.

2. Jakim ruchem powinien rozpoczaé gre chrup! na czekoladzie 4 x 3 gracz 1?7

3. Znalez¢ przykladowa strategie wygrywajaca dla jednego z graczy w grze
(a) hex na planszy 4 X 4,

(b) dominacja na planszy 4 x 4.

*wynik niezaleznych badan wykonanych przez redakcje Delty
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