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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
913 (WT = 2,37) i 914 (WT = 2,28)

z numeru 1/2026

Roksana Stowik
Krzysztof Kaminski

Pabianice

Marian Lupiezowiec Gliwice

Jedrzej Biedrzycki
Janusz Olszewski
Janusz Fiett
Fukasz Merta
Tomasz Wietecha
Piotr Kumor
Pawel Kubit

Warszawa
Warszawa

Tarnéw
Olsztyn
Krakéw

42,93
41,33
40,52
39,60
37,74
37,18
31,54
31,43
30,85
29,64

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwiazania zadan z numeru 4/2026

Przypominamy tres¢ zadan:

919. W trzech pojemnikach rozmieszczone sg fasolki (skoniczenie wiele). Wykonujemy cigg ruchéw.
W jednym ruchu wybieramy dwa pojemniki; zawarto$é tego, w ktérym jest mniej fasolek podwajamy,
przesypujac odpowiednia ilo$é fasolek z tego, w ktérym jest wiecej (gdy jest po réwno, wybdr

jest dowolny). Udowodnié, ze niezaleznie od rozmieszczenia poczatkowego mozna — iterujac to
postepowanie — opréznié¢ jeden z pojemnikow.

920. Niech 7(u,v) = é(u +v) — (uv)”2 dla u,v > 0. Dowieéé, ze dla kazdej tréjki liczb

rzeczywistych a, b, ¢ > 0 zachodzi nieréwnosé

1 .
E((I +b+c)— (abe)'’?® < 2-max{r(a,b),r(b,c),r(c,a)}.

919. Zal6zmy, ze w pewnym momencie w pojemnikach A, B, C' znajduje sie,
odpowiednio, a fasolek, b fasolek, ¢ fasolek, przy czym a > b > c. Dzielimy b
przez c (z reszta): b=qgc+r (0<r <c). Zapisujemy ¢ w postaci binarnej:
q=ko+2k +...+2",, gdze k; € {0,1}, k, = 1. Wykonujemy serie
n ruchéw, w ktérych wsypujemy do pojemnika C' kolejno ¢, 2¢, 4c,...,2"c
fasolek, pobierajac je z pojemnikéw A, B wedlug zasady:

jedli k; = 0, bierzemy 2’c fasolek z A;

jedli k; = 1, bierzemy 2‘c fasolek z B
(i=0,...,n). Lacznie z pojemnika A wyprowadzamy w ten sposéb nie
wiecej niz ¢+ 2c+4c+ ... +2" ¢, czyli mniej niz 27c fasolek; a poniewaz
2"c < ge < b < a, znaczy to, ze zawarto$é pojemnika A byla wystarczajaca dla
wykonania opisanej procedury.

7Z pojemnika B fasolki byly brane przy napotykaniu jedynek w rozwinieciu gq.
Yacznie wyszto stamtad dokladnie gc fasolek. Zostalo ich 7, czyli mniej niz ¢
(mozliwe, ze w A zostalo jeszcze mniej).

Tak wigc moc zawartodci najstabiej wypelnionego pojemnika zmalata; wielkosé
ta jest péiniezmiennikiem opisanej procedury. Powtarzajac procedure,
doprowadzamy te warto$é¢ do zera.

920. Przyjmijmy (b.s.0.), ze a < b < c. Poniewaz r(u,v) = 3 (u!/? — v1/2)2,
zatem najwieksza z trzech liczb w nawiasie po prawej stronie podanej
nieréwnosci jest r(c, a). Zadanie sprowadza si¢ do wykazania, ze

1
1 fa—l—b—i—c—abcl/3<a+c—2acl/2.
3

Jest to prawda, gdy a = b = ¢ lub gdy a = 0; dalej przyjmujemy ¢ > a > 0.
Ustalmy a, ¢ i potraktujmy b € [a, ¢] jako zmienna. Pochodna wyrazenia po
lewej stronie (1) (wzgledem b), réwna 2(1 — (ac)'/3b72/3), jest funkcja rosnaca
zmiennej b, co oznacza, ze samo to wyrazenie jest funkcja wypukly tej zmiennej.
Osiaga zatem warto$¢ najwieksza, gdy b = a lub b = ¢. Nalezy wiec wykazaé, ze

1
—(2a+c)— PP <a+e—2(ac)/?

3
(2) 1 )
i g(aJr 2¢) — a3 < a+ ¢ — 2(ac)V/2.
Dalej nie bedziemy korzystaé z tego, ze a < c. Wobec uzyskanej w ten sposéb

symetrii wystarczy zajac¢ sie jedna z tych nieréwnosci, na przyktad ta druga.
Przepiszmy ja w postaci

2 1
(3) (3a + 30) +a'3c23 > 2(ac)1/2.
Korzystajac najpierw z nieréwnosci miedzy $rednimi wazonymi (A i G)
o wyktadnikach % %, a nastepnie z nieréwnosci miedzy zwyklymi srednimi
(A i G), dostajemy to, o co chodzi:

<§a+ ;c> L al/3e2/3 s q2/3A/3 4 1/3 203

> 2(a2/3cl/3 ) a1/302/3)1/2 _ 2(ac)1/2.
Wykazana zostala nieréwnosé (3), wiec i jedna z (symetrycznych)

nieréwnosci (2), wige i nieré6wnoéé (1) — wiec i teza zadania.
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
810 (WT = 3,1), 811 (WT = 2,27)

z numeru 1/2026
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 7-44+2,44

Andrzej Nowogrodzki

Chocianéw 3-36,90
Tomasz Wietecha Tarnéw 18-35,76
Krzysztof Zygan Lubin 34,85
Marian Lupiezowiec
Gliwice 3-22,96
Pawel Kubit Krakéw 22,44
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Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA
Rozwigzania zadan z numeru 4/2026

Przypominamy tre$c¢ zadan:

816. Wahadlo matematyczne o dlugodci | przyczepione jest w punkcie A z wewnetrznej strony
doskonale gtadkiej pétsfery o promieniu R (rys. 1). Punkt A znajduje si¢ na okregu o promieniu R,
0$ symetrii pélsfery jest pionowa. Zaktadamy, ze | < Rv/2. Znalezé czesto$é matych drgan wahadla po
wewnetrznej powierzchni potsfery.

817. Na gtadkiej poziomej plaszczyznie znajdujg sie dwa jednakowe hantle, przedstawione na
rysunku 2. Kazdy z nich sklada si¢ z cienkiego niewazkiego preta o dlugosci [, do ktérego koncéw
przymocowane sg jednakowe masywne kulki o zaniedbywalnych rozmiarach. Jeden z hantli
spoczywa, drugi porusza si¢ ruchem postepowym z predkoscia v, skierowang réwnolegle do hantla
spoczywajacego. Z jaka predkoscia zacznie poruszac¢ si¢ nieruchomy hantel po zderzeniu sprezystym?

816. Ciezarek wahadla porusza sie podczas drgan po tuku okregu o promieniu r,
lezacego w plaszczyznie prostopadlej do wielkiego okregu potsfery. Z rysunku 3
widaé, ze

12
4R2’
Wahadlo na poélsferze jest rownowazne zwyktemu wahadtu o dtugosci nici 7.
Stad jego czestotliwo$¢ malych drgan wynosi:

r=10/1-—

Dla | = V2R, w = \/g/R. Jest to czesto$¢ matych drgan swobodnych ciata na
dnie pélsfery. Gdy | < R, w = 4/¢g/l. Element powierzchni, na ktérej zachodza
drgania, wyradza si¢ w pionowa plaszczyzne.

817. Po zderzeniu hantel nieruchomy zaczyna poruszaé sie ruchem postepowym
z predkoscia ve, ruch drugiego hantla jest ztozeniem ruchu postepowego

jego srodka masy z predkoscig vy oraz ruchu obrotowego wzgledem $rodka
masy z predkoscia katowa w. Zderzenie jest sprezyste, co oznacza, ze energia
kinetyczna uktadu zachowuje sie:

2mu? _ 2mus?  2mu?2 Tw?
2 2 2 2
gdzie m jest masa kulki,
i P
4 2

momentem bezwladnosci hantla wzgledem jego srodka masy, stad

W2
(1) U2:’U22+U12+127.

Na uklad w plaszczyznie poziomej nie dzialaja z zewnatrz zadne sily, obowiazuje
wiec zasada zachowania pedu uktadu:

(2)
Mozemy tez skorzystaé¢ z zasady zachowania momentu pedu wzgledem
dowolnego punktu na ptaszczyznie, najwygodniej wzgledem punktu O, gdzie
znajduje sie $rodek hantla poruszajacego sie w chwili zderzenia:

3)
Rozwiazujac uklad réwnan (1)—(3), otrzymujemy szukany wynik:
2v
Vg = —.

3

UV = V1 + V2.

l
0= 2mv2§ — Jw.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.
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