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Portret Isaaca Newtona (G. Kneller,
1689) ze zbioréw The Isaac Newton
Institute for Mathematical Sciences,
University of Cambridge.

Newton osiwial w wieku 30 lat, ale do
korica zycia zachowal dlugie, geste, faliste
wtosy. Nigdy nie nosil peruki, jak to bylo
woéwczas w modzie

Przypomina to sytuacje, gdy cialo
porusza si¢ w gérnych warstwach
atmosfery, gdzie powietrze jest
rozrzedzone i zimne, lub tez w przestrzeni
miedzygwiezdnej.

Przyjete tu zalozenie prowadzi do
poprawnych konkluzji, bo dziatanie
o$rodka na ciato jest takie samo,
niezaleznie czy cialo porusza sig

w nieruchomym oérodku, czy tez czastki
o$rodka uderzaja w nieruchome ciato

z taka samg predkosciag w danym
kierunku. Ignorujemy réwniez, ze odbite
czastki mogg zderzacé sie¢ z czastkami
nacierajacego osrodka i ruch osrodka
moze stac si¢ chaotyczny.

Ksztalt i opor, czesé 1/4:
kula, walec, stozek Sciety
Jarostaw GORNICKI*

W filmie Die another day z 2002 roku (polski tytul Smieré nadejdzie jutro)
agent 007 dostaje od @ samochédd, ktéry moze byé¢ niewidzialny. Czy istnieja
rzeczy niewidzialne wykonane z nieprzezroczystego materiatu, przez ktoére
mozna widzie¢ bez znieksztalcen? Zauwazmy, ze ,niewidzialno$¢” to pojecie
niejednoznaczne. Technologia stealth pozwala samolotowi by¢ niewidzialnym dla
radaru. Pochtania on fale radiowe emitowane przez radar i ich nie odbija, ale my
ten samolot widzimy. Ustalmy zatem, ze obiekt niewidzialny to taki, ktory jest
niewidzialny dla ludzkiego oka, w ramach optyki geometrycznej. Pokazemy, ze
niewidzialnoé¢ dla ludzkiego oka jest mozliwa! Uzyskamy to dzigki geometrii
powierzchni; wlasnos¢é materialu nie ma z tym nic wspélnego. Zanim o tym
powiemy, poznajmy zaskakujace odkrycia Newtona dotyczace. .. oporu osrodka.

Isaac Newton (1642-1727) w wieku 23 lat dostrzegt dziatanie powszechnej silty
grawitacji, wymyslil nowe metody rachunkowe (rachunek rézniczkowy i caltkowy)
i opisal nature $wiatta. W latach 1669-1701 piastowal stanowisko Lucasian
Professor of Mathematics w Cambridge (Trinity College). W maju 1684 roku
(gdy mial 42 lata) zaczal pisaé ksiazke Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica. Napisal ja po lacinie w formie nawiazujacej do Elementow
Euklidesa. Praca nad nig trwala do kwietnia 1686 roku, a jej pierwsze wydanie
ukazalo sie¢ w 1687 roku. Trescia nie byly nagle ol$nienia, lecz dlugotrwale,
glebokie przemyslenia Newtona z lat wcze$niejszych.

Na Principia sktadaja sie definicje, aksjomaty, czyli prawa ruchu, Ksiega I i II,
obie o ruchu cial, Ksigga III o ukladzie swiata oraz Komentarz ogdlny. Ksiega I
dotyczy ruchu zachodzacego bez jakiegokolwiek osrodka stawiajacego opér.
Ksiega IT to opis ruchu w o$rodku stanowiacym opér. Ksiega III to zastosowanie
zasad opisanych w dwéch pierwszych ksiegach do wyjaénienia dzialania i budowy
Ukladu Stonecznego: skutki grawitacji, orbity planet i komet, sptaszczenie Ziemi
i planet, zaburzony ruch Ksiezyca, zjawisko plywow, precesja punktu réwnonocy.

W tym precyzyjnym planie czesé tekstu Newton poswiecil zagadnieniom
szczegdlowym (przypominaja one dygresje). Niektére z nich przez blisko 300 lat
budzity zdziwienie. Tak bylo z problemem aerodynamicznym, ktory sprébujemy
oméwic. Problem aerodynamiczny polega na znalezieniu ksztaltu powierzchni,
ktéra napotyka najmniejszy op6r podczas ruchu w danym osrodku. W naszej
prezentacji péjdziemy sladami Newtona, rozwazajac mozliwie prosta sytuacje.
W Ksiedze II Principiow znajdujemy

Stwierdzenie XXXIV. Niech w rozrzedzonym osrodku sktadajgcym sie

z jednakowych czgstek rozmieszczonych w jednakowych wzajemnych odleglosciach
poruszajg sie kula i cylinder [walec], ktdre moga byé wpisane w szesciany o tym
samym boku, z jednakowymi predkosciami w kierunku osi cylindra. Wowczas opor
kuli bedzie o potowe mniejszy od oporu cylindra.

Znajomo$¢ tresci Principiow nie jest powszechna, wiec zaczniemy od
niezbednych wyjaénient. Przez ruch rozumiemy ruch postepowy: cialo porusza
sie w jednym kierunku, bez obrotu. Osrodek, w ktérym zachodzi ruch, jest
nieruchomy i jednorodny (wszedzie taki sam). Osrodek jest rozrzedzony, gdy
jego czastki sa daleko od siebie i sa nieruchome (temperatura osrodka jest
bliska zera bezwzglednego). Kazda z nieruchomych czastek ma ustalong mase
m 1 jest idealnie sprezysta kula. Samo cialo jest réwniez idealnie sprezyste,
wiec mala kulka, zderzajac si¢ z cialem, odbija si¢ od niego zgodnie z prawem:
kat padania jest réwny katowi odbicia. Dla wygody przyjmiemy, ze to nie
cialo porusza sie w nieruchomym osrodku, lecz odwrotnie, nieruchome ciato
umieszczone jest w oérodku poruszajacym sie ze stala predkoscia v. Porownamy
sily oporu, jakie dzialaja na nieruchoma kule i nieruchomy walec (opisane

w Stwierdzeniu XXXIV), gdy ciala te uderzane sa przez poruszajace sie
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Idealizujac sytuacje, ignorujemy fakt, ze
odbite czastki moga zaburzaé tor ruchu
czastek podazajacych na spotkanie

z bryla, tworzac rozmaite zawirowania.

Istotnie, jesli wzdtuz OAN ustalimy o$ X,
Ab=CE = z, gdzie —r < z < r, wzdluz
ACT ustalimy o$ Y, to
y=H(z)=1.-BE*>=1(*-2%).

O objetosci paraboloidy wpisanej w walec
pisatem w A}é

Modutl dowodzenia Skylab 4 umozliwil
powrdt na Ziemie zalogi ze stacji
kosmicznej Skylab (1974)

Punkt ¢y mozna wyznaczy¢, korzystajac
z rachunku pochodnych lub bez jego
pomocy (jak?).

czasteczki osrodka. Newton postuguje sie proporcjami odcinkéw i nie stosuje
wektoréw. Aby dostosowaé rozwazania do wspoétczesnych umiejetnoscei,
wykorzystamy jednak trygonometrie i ukltad wspélrzednych.

Zalozmy, ze kula i walec wpisane sg w jeden szedcian i obie bryty zostaly
przeciete plaszczyzna zawierajaca o$ walca AT (rys. 1). Na kule i walec dzialaja
niezaleznie czastki o$rodka poruszajace sie w kierunku FE (réwnolegle do osi
walca). Wszystkie czastki niosa taki sam ped. Niech odcinek LB reprezentuje
ped czastki uderzajacej w kule i niech LB = CB = r. Jezeli BD jest styczna

do powierzchni kuli w punkcie B, to kat xLBD = «, 0 < a < 7, nazywamy
kgtem natarcia. Wtedy sktadowa pedu prostopadia do stycznej ma warto$é

LD = LB - -sina =7 -sina. W wyniku zderzenia skltadowa ta zmienia zwrot na
przeciwny i przekazuje kuli ped réwny dwukrotnosci tej sktadowej, skierowany
w strone jej srodka masy. Rzut tej sktadowej na kierunek BE ma wartosé

LD -sina = r-sin? . Jest to wlagnie ta interesujaca nas czes$é¢ przekazywanego
pedu. Analogiczne wklady od wszystkich czastek sumuja sie i przyczyniaja do
ruchu kuli wzdtuz osi BE, natomiast sktadowe prostopadle do osi BE wzajemnie
si¢ znosza. Z przystawania tréjkatéw ADLB ~ AEBC mamy LD = BE

isina = % = @. Interesujaca nas cze$¢ pedu czastki padajacej w punkcie B,
ale zaczepiong w punkcie b, reprezentuje odcinek bH = r - sin? a = % - BE?.
Gdy punkt B przemieszcza sie wzdluz pélokregu od punktu K do punktu A,

to przemieszcza i zmienia sie odcinek bH tak, ze punkt H zakresla parabole.
Obrot tej paraboli wokét osi AC' ogranicza paraboloide, ktéra zajmuja wszystkie
odcinki bH tworzace sktadowe pedéw wszystkich czastek padajacych na kule,
ktére po zsumowaniu powoduja zmiane pedu kuli w kierunku F'E. Walec opisany
na tej paraboloidzie tworza wszystkie odcinki bE(= r), ktére po zsumowaniu

(i pomnozeniu przez 2, ze wzgledu na odbicie sprezyste czastki) daja zmiane
pedu kuli spowodowana przez wszystkie czastki padajace na walec z tego samego
kierunku w jednostce czasu. Efektywna sita oporu jest proporcjonalna do tego
przekazu pedu w jednostce czasu. Paraboloida wpisana w walec ma objetosé

o potowe mniejsza od objetoéci tego walca, stad wynika teza. O

W Swietle dewizy Newtona hypotheses non fingo (nie stawiam hipotez) ciekawsze
sa jego komentarze (scholium) do omawianej propozycji. Poniewaz mala
powierzchnia bedzie miata maty opér, musimy okresli¢ rozmiar poszukiwanej
powierzchni. Newton zaklada, ze powierzchnia ta ogranicza figure wypukla i jest
powierzchnia obrotowa (a wiec symetryczna).

Problem. Okresl wymiary stozka Scietego o promieniu podstawy OC =r
1 wysokosci OD = 2a stawiajgcego najmniejszy opdr podczas ruchu w kierunku OS
w rozrzedzonym osrodku.

Niech OS = x > 2a i kat ¥CSO = o < 3. Na powierzchnig stozka dzialaja
niezaleznie czastki oérodka poruszajace sie w kierunku SO, wszystkie niosace
taki sam ped P zaréwno co do wartosci, jak i kierunku. Z podobienstwa
trojkatéow ASOC ~ ASDF mamy DF =r - % Na kolowa podstawe o polu

2 2

7-DF? = 7'('7“(&;;22(1) dzialaja czasteczki, kazda przekazujac ped 2P. Kat natarcia
czasteczki na tworzaca stozka ma miare «, wiec przekazany stozkowi ped
(prostopadly do tworzacej i skierowany do wnetrza stozka) jest réwny 2P - sin «,
gdzie sina = ﬁ, a jego sktadowa w kierunku SO wynosi 2P - sin? a. Zatem
calkowity ped przekazany stozkowi jest suma pedow 2P w kazdym punkcie
kota o polu 7 - DF? oraz pedu 2P - sin? a w kazdym punkcie pierécienia o polu
7-0C? — - DF?. Jedli przez k oznaczymy staly czynnik, to efektywny opor jest
rowny

& r%(z — 2a)? (e r?(z — 2a)? ' r? 2 (x — 2a)% +r?

22 22 22 + 12 22 + 12

gdzie x > 2a. Osiaga on wartos¢ najmniejsza w punkcie, w ktérym jest minimum
funkcji:

)

(x —2a)? +1r?
f(.T) = ([2—4»7'2 dla x > 20/,

a to ma miejsce dla g = a + va? + r2.
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https://deltami.edu.pl/2016/11/stozki-i-walce/

ostry.

Voyager 1 (1977), ktéry opuscit Uktad
Stoneczny w 2012 r.

Otrzymana odpowiedz jest zgodna z konstrukcja wskazang przez Newtona:
»polowimy odcinek OD w @ i przedtuzamy OQ do S tak, aby QS bylo

réwne QC. Wéwczas S jest wierzchotkiem stozka, ktérego czes$é [stozek Sciety
COBGDF] jest rozwigzaniem problemu”.

7 przeprowadzonych rozwazan wynika réwniez, ze kat <CSB jest zawsze

I mamy niespodzianke, wéréd stozkow o danej podstawie i wysokosci
najmniejszy op6r w rozrzedzonym osrodku stawia stozek Sciety (1), i to
niezaleznie od poczatkowych wartosci r i 2a. Dodatkowo, im mniejszy

stosunek 27“, tym wieksza bedzie czesé plaska. Czy wiec rzeczywiscie ,,odwrocona

patelnia” to najbardziej optywowa powierzchnia w rozrzedzonym oérodku?

Whioski te wydawaly sie tak absurdalne, ze uznano je za blad geniusza, byly
ignorowane (niezrozumiane?) przez 300 lat, az do XX wieku, gdy rozpoczela sie

eksploracja kosmosu. . .

Niebo nade mng, grzyby pode mna

Jesli jest lato i myélisz o grzybach, bardzo stusznie. Jesli jest jesien i myslisz
o grzybach, jeszcze lepiej. W sumie, bez wzgledu na pore roku i doby
powinnismy mysleé¢ o grzybach. Bo sie¢ cieniutkich nitek, ktéra zawarta jest
w wierzchniej warstwie naszych ladéw ma kolosalne znaczenie. Od niej zalezy
dobrostan roélin ladowych. I, co tu dtuzej ukrywaé, nasz.

Weszystko zaczeto sie od trufli. Albert B. Frank, niemiecki botanik, w 1885

roku badal mozliwo$¢ sprowadzenia trufli do Prus. Odkryl niezwykla rzecz:
korzenie niektérych roslin byly Scisle splatane ze strzepkami grzybni, a zwiagzek
ten wydawal sie korzystny dla obu stron. Dotad obecnos¢ dziwnych struktur

i strzepek grzybni w korzeniach roslin uwazano za chorobe, pasozytnictwo

lub, w najlepszym razie, za niedbalos¢ przy pobieraniu prébek. Opublikowana
przez Franka teoria o mikoryzie (ukul ten termin od greckich stéw mykes, grzyb
oraz rhiza, korzen) spotkala sie z krytyka $rodowiska naukowego. Tymczasem
Frank stusznie zalozyl, ze strzepki grzybni rozszerzaja zasieg roéliny w glebie,
dostarczaja jej wody i zwiazkéw nieorganicznych, gtéwnie fosforanéw i azotandw,
ale takze cynku i miedzi. Grzyb zyskuje zwiazki organiczne do odzywiania.

Przypomne tylko, ze to, co potocznie nazywamy
grzybem (zaréwno takim w lesie, jak i w zapomnianym
stoiku z dzemem), jest jedynie widoczna na zewnatrz
mala czedcia grzybiego ciala. Reszta to cienkie
nitkowate struktury otoczone $ciang komérkowa, nie
zawsze podzielone na wyraznie odrebne komérki, jak
to jest u roslin i zwierzat. Moga one stanowi¢ dlugie,
zawierajace wiele jader kanaly. Cialo, ktére wyrasta na
powierzchni, stuzy jedynie rozmnozeniu sie za pomoca
zarodnikéw, roznoszonych wiatrem lub woda na duze
odleglosci.

W mikoryzie zwiazek korzeni roéliny i strzepek moze
by¢ rézny. W przypadku drzew najczesciej strzepki
grzybni gesto oplataja korzen i wchodza w przestrzenie
miedzykomédrkowe tkanek rosliny, jest to tzw. mikoryza
zewnetrzna. W przypadku mikoryzy arbuskularnej
strzepki wnikaja do wnetrza komorek, a $cisle moéwiac,
pod Sciane komoérkowa, tworzac silnie rozgatezione
arbuskule, twory, przez ktére zachodzi wymiana
substancji. Struktura blony komérkowej pozostaje
nienaruszona.

Uwaza sig, ze okoto 90% gatunkéw roslin ladowych
wchodzi w zwiazki mikoryzowe, co nie jest dziwne, bo
to dzigki temu powiazaniu rosliny mogly ,,wyjs¢ z wody”
okoto 470 milionéw lat temu. Wtedy powierzchnia
Ziemi byla uboga w skladniki mineralne, a pierwsze
rosliny nie mialy jeszcze dobrze wyksztatconych korzeni.
Cieniutkie strzepki grzybow pozwalaty zwigkszy¢

zasieg i powierzchnie chtonna. Dowody na te hipoteze
pochodza z badan kopalnych oraz analiz genetycznych
wspolczesnych grzybow mikoryzowych. Niektorzy
badacze uwazaja, ze to mikoryza pozwolila roglinom
osiagnaé¢ wielka réznorodnosé¢ i opanowaé ogromna, czesé
powierzchni Ziemi.

Rosnaca liczba badan nad mikoryza pokazuje, ze

rola grzybow jest wieksza, niz jedynie dostarczanie
mineraléw i wody. Grzyby wytwarzaja takze hormony
roslinne, ktére po wniknieciu do organizmu rosliny
reguluja jego wzrost i rozwéj. Grzyby wydzielaja do
gleby antybiotyki, zmniejszajac prawdopodobienstwo
zakazenia rosliny patogenami. Rosliny w zwiazku

z grzybem sa bardziej odporne na stres: na skrajne



