Wigcej przetasowanych kwadratéw Mola
mozna znalezé na oktadce niniejszej
Delty.

Rozwigzania na str. [24

Inne podejscie zastosowal Lucas Mol z Kamloops, ktéry postanowit poszukaé —
przy uzyciu komputera — dwuwyrazowych sentencji w jezyku angielskim. Znalazt
w ten sposob 9659 przetasowanych kwadratéw! Ponizej prezentujemy kilka
z nich:

abelian beeline  folks folksinging  rain raging

assassins sin iconic nonsense  referees fees

bad bandana kinkiest nest sSwaps wasps

barbaric kick ominous minus  tomato mass
einstein stinging  prepare felafel we weeded

Wszystkie przetasowane kwadraty Kreczmana i Mola zostaty odkryte na
przetomie czerwca i lipca 2025 roku. Jezeli udatoby Ci si¢ stworzy¢, Czytelniku,
inne przyklady nietrywialnych przetasowanych kwadratéow w jezykach
naturalnych, to koniecznie mi je przyslij! Moze nawet komus uda sie znalezé
takie stowo (lub zdanie) w jezyku naturalnym, ktére przetasowane ze soba da
stowo lub zdanie w tym samym jezyku, tak jak ostatni przytoczony przyklad
Mola czy tez francuskie stowo tuteurer? To by bylo cos!

i Z.adania

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1149. Stacjonarny satelita Ziemi zderzyt si¢ czotowo z niewielkim
meteoroidem (okruchem skalnym poruszajacym si¢ w przestrzeni kosmicznej).
W wyniku zderzenia predkosé satelity zmniejszyla sie do a = 0,99 wartosci vy
przed zderzeniem i nie zmienita kierunku, a potozenie i masa m satelity nie
ulegty zmianie. Jak zmienil si¢ okres obiegu Ziemi przez satelite?

F 1150. Trasa wakacyjnej wycieczki szkolnej jest tak zaplanowana, zeby
uczniowie mogli przyjrzeé sie kolejno powierzchniom Ziemi, Wenus i Merkurego
podczas lotu na niskich (tj. blisko powierzchni planet), kolowych orbitach.
Widoki sa niezapomniane, a czas pelnego okrazenia kazdej z planet jest niemal
taki sam i wynosi okoto 85 minut. Co na tej podstawie mozna powiedzie¢

o wewnetrznej budowie odwiedzanych planet?

Przygotowal Dominik BUREK

M 1861. Czy mozna umiescié¢ tréjkat réwnoboczny wewnatrz szesciokata
foremnego w taki sposéb, aby kazdy wierzcholek sze$ciokata widzial wszystkie
wierzchotki tréjkata? (Punkt A jest widoczny z punktu B, jezeli odcinek AB nie
zawiera punktéw wewnetrznych tréjkata).

M 1862. Dany jest wielomian f stopnia trzeciego o wspolczynnikach
calkowitych, ktérego wspélezynnik przy najwyzszej potedze jest réwny 1 lub —1.
Wiadomo, ze f ma trzy rézne pierwiastki, z ktorych kazdy jest kwadratem liczby
naturalnej. Udowodnié¢, ze w ciagu liczb
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wystepuje kwadrat liczby naturalne;j.

M 1863. Rozwazamy wszystkie liczby 100-cyfrowe podzielne przez 19.
Udowodni¢, ze liczba tych spos$rdd nich, ktore nie zawieraja cyfr 4, 5, 6, jest
rowna liczbie tych sposrdd nich, ktére nie zawierajg cyfr 1, 4, 7.

15



Rozwiagzania zadan ze strony 15

& Rozwigzanie zadania M 1861.

Niech XY Z bedzie danym tréjkatem réwnobocznym.
Wszystkie punkty, z ktérych wida¢ wierzchotki tréjkata

XY Z, leza wewnatrz trzech katéw wierzchotkowych do katéw
wewnetrznych tego tréjkata.

DI
Jezeli kazdy z tych katéw zawiera dokladnie dwa wierzchotki
szeSciokata, to jego gtéwne przekatne nie moga byé wspdlpekowe.
W przeciwnym razie dwa nieprzylegte wierzcholki szedciokata leza
w tym samym kacie, na przyktad w kacie wierzchotkowym do
kata przy wierzchotku X. Oznaczmy je przez A i B. Wowczas
XAXB < 60°,
a zatem odpowiedni tuk AX B lezy na zewnatrz szesSciokata,

co jest sprzeczne z zalozeniem, ze punkt X lezy wewnatrz
sze$ciokata.

& Rozwigzanie zadania M 1862.
7 zalozen wynika, ze

f@) = £ —a®)(x - b*)(z — %),
gdzie a, b, c s liczbami catkowitymi dodatnimi. Bez straty
ogolnosci mozemy przyjac, ze a < b < c. Polézmy

n = ac + bc — ab.
Jest to liczba catkowita dodatnia, gdyz
n>bc—ab="b(c—a)>0.

Ponadto
n—a?=ac+bc—ab—a% = (a+b)(c—a),
n—b% =ac+bc—ab—b% = (a+b)(c—b),
n—c=ac+bc—ab—c? = (a—c)(c—b).
Zatem

f(n) = £(n—a®)(n = %) (n - c?)
jest réwne
F(a+b)%(c— a)(c — b)2,
Wobec tego
If(n)] = (a+b)*(c — a)*(c —b)?,
a wiec | f(n)| jest kwadratem liczby naturalne;j.

& Rozwigzanie zadania M 1863.
Niech S = {0,1,2,3,7,8,9} oraz T = {0,2,3,5,6,8,9}. Zdefiniujmy
funkcje f: S — T wzorem
f(x) = 3z mod 19.
Latwo sprawdzié, ze f(0) =0, f(1) =3, f(2) =6, f(3) =9,
F(7) =2, f(8) =5, f(9) = 8, wiec rzeczywiscie f jest bijekcja
z S na T. Jej funkcja odwrotna jest zdefiniowana przez
g(y) = —6y mod 19,

gdyz g(f(z)) = —18z = = (mod 19) oraz f(g9(y)) = —18y =y

(mod 19).

Oznaczmy przez A zbiér wszystkich 100-cyfrowych liczb

podzielnych przez 19, ktére nie zawierajg cyfr 4, 5, 6, a przez

B zbiér wszystkich 100-cyfrowych liczb podzielnych przez 19,

ktoére nie zawieraja cyfr 1, 4, 7.

Kazdej liczbie A = aggaogs ... ag € A przyporzadkowujemy liczbe
F(A) = f(ago)f(ags) ... f(ao).

Poniewaz cyfry liczby A nalezg do S, cyfry liczby F(A) naleza
do T, zatem F(A) nie zawiera cyfr 1, 4, 7. Ponadto pierwsza
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cyfra A jest niezerowa i f(z) = 0 zachodzi tylko dla z = 0,
wiec F'(A) jest nadal liczbg 100-cyfrowa.

Ponadto dla A € A mamy:

F(A) = f(ao) +10f(ar) + ...+ 10° f(ago)

=3a0 +10-3a1 + ...+ 10 - 3agg

=3A=0 (mod 19),
a wiec F(A) € B.
Podobnie dla B = bggbos - - - by € B definiujemy

G(B) = g(bgg)g(bgs) - - - g(bo)-

Wtedy G(B) € A, a z zaleznosci go f = idg i f o g = idy wynika,

ze Go F =idy oraz F o G = idp. Zatem F jest bijekcja miedzy A
i B, wiec |A| = |B.

& Rozwigzanie zadania F 1149.
Poczatkowy okres obiegu satelity wynosil dobe, tj. Ty = 24 godziny.
Przed zderzeniem satelita stacjonarny poruszal sie po orbicie
kolowej. Przyjmijmy, ze promien tej orbity wynosil R, predkos$¢ vg
spelniata wéwczas zwiazek v% = GM/R, w ktérym G jest staly
grawitacji, a M masa Ziemi. Po zderzeniu satelita pozostaje
w odleglosci R od Ziemi, a jego predkos¢ zmalala do wartosci
avg, ale pozostaje prostopadla do promienia wodzacego. Punkt
zderzenia staje si¢ wiec apogeum nowej orbity eliptycznej. Po
zderzeniu moment pedu satelity wynosi L = mavgR, a energia
calkowita
ma2vg GMm

2 R
Podczas ruchu po orbicie energia i moment pedu pozostaja state.
Dla znalezienia dlugiej pé6tosi orbity musimy teraz wyznaczy¢
odleglos¢ w perigeum r. Predko$é w perigeum jest prostopadla do
promienia wodzgcego r i wynosi: v = L/(mr) = avgR/r. Ze wzoru
na energie catkowita otrzymujemy:

. ma2v(2) GMm mv?  GMm
) R 2 ro
a po podstawieniu v i skorzystaniu ze zwigzku vg =GM/R

otrzymujemy réwnanie:

2 2
a__lZE(a R—l),

2 r 2r
ktérego rozwiazaniem sa apogeum r = R i perigeum
r = a?R/(2 — a?). Dtluga pétosé orbity wynosi wiec
a=(r+R)/2=1/(2 - a?). Po skorzystaniu z prawa Keplera
otrzymujemy ostatecznie:

T:To(2—a2)

Liczbowo T = 0,97097p =~ 23,30 godziny, czyli okolo 23 godziny
18 minut.
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m Rozwigzanie zadania F 1150.
Wedtug opisu lot wokét kazdej z planet odbywat sie
z odpowiednig dla tej planety I predkoscig kosmiczna, a wszystkie
okresy obiegu byly sobie niemal réwne. Pierwsza predkos$é
kosmiczna vy dla planety o masie M i promieniu R spelnia znane
wszystkim réwnanie (G jest stala grawitacji):
GM
7
Korzystamy ze zwiazkéw vy z okresem obiegu T oraz M ze
Srednig gestoscia planety p i otrzymujemy:
4n2R?  AmR3pG
72~ 3R

2 _
vy =

Otrzymujemy:
3

P=Gre
‘Whiosek: niemal jednakowe czasy obiegu wskazuja na niemal
réwne $rednie gestosci Ziemi, Wenus i Merkurego. Podstawienie
T = 85 minut oraz G = 6,6743 - 10~ m3/(kg-s?) prowadzi
do p = 5,429 - 103 kg/m3. W tablicach mozna znalezé wartosci
5,513 - 103; 5,243 - 10°; 5,427 - 103 kg/m3, odpowiednio, dla Ziemi,
Wenus i Merkurego.




