Cztowiek o Al (9) Czy Al gra w geometrie?
* Politechnika Lédzka Mateusz KRUKOWSK]*

Cykl Czlowiek o Al zainaugurowany w Asg, to $wietna okazja do szerszej
dyskusji na tematy, ktérymi od dluzszego czasu mecze nie tylko swoich
znajomych, ale i studentéw analizy danych oraz uczenia maszynowego na
Politechnice Lodzkiej, gdzie pracuje. Wielowymiarowosé (pun definitely intended)
zagadnien zwigzanych ze sztuczna inteligencja sprawila, ze dluzszy moment
wahatem sie¢ co do warunkéw poczatkowych ponizszego strumienia §wiadomosci,
przelanego na papie. .. znaczy sie do LaTeXowego pliku, rzecz jasna. Ostatecznie
zauwazytem, ze to tekst profesora Marcinkowskiego pt. Osiem krotkich uvwag

z pamietnika najdluzej rezonowal w neuronach mojego mézgu, i to on (tj. tekst,
nie mézg) powinien stanowi¢ punkt wyjscia moich dalszych spekulacji.

Szachowa polemika

W ,uwagach z pamietnika” profesor Marcinkowski slusznie zauwaza, ze nie

ma na Swiecie nikogo, kto wygralby w szachy ze swoim telefonem. Zdanie

to podzielaja wszyscy arcymistrzowie gry krolewskiej, na czele z GOAT-em
Magnusem Carlsenem, ktéry otwarcie mowi o dominacji krzemowych graczy,
chociazby w podcascie Joe Rogan Experience (odc. 2275). Co do wyniku meczu
czlowiek-maszyna wszyscy sg zgodni, ale profesor Marcinkowski idzie o krok
dalej, przekonujac, ze telefon nie rozumie pozycji figur na szachownicy, on
jedynie ,liczy warianty”. Nie jestem pewien, jak Autor ,uwag z pamietnika”
rozumie ,rozumienie”, ale z kontekstu wnioskuje, ze chodzi o pewnego rodzaju

Z intuicje, ktéra nie sprowadza sie do mechanicznego rachunku mozliwych
& posunieé. Jak sie okazuje, tak pojmowana sztuczna intuicja jest fundamentalna
‘ﬂ\/ sktadowa najlepszych silnikéw szachowych i to dzigki niej telefony rozumieja

)\ _ szachy lepiej niz my.

Jesli rozwazyé szachowa pozycje ,zero”, to zaden wspodlczesny (a najpewniej

4 ﬁ'”,!,l/""’!u i zaden przyszly) komputer nie jest w stanie przeanalizowa¢ wszystkich
W G ,Jg'a /'Lfﬁi mozliwych wariantéw rozgrywki. Owszem, silniki takie jak Stockfish rachuj
”’47. Q

szybciej i glebiej niz najlepsi arcymistrzowie, ale nawet one nie sa w stanie
dotrze¢ do konca gry krélow. Widza kilkanascie lub kilkadziesigt ruchéw do
przodu, ale drzewo potencjalnych partii jest monstrualnych rozmiaréw kolosem,
ktorego nie sposob zobaczy¢ w calej okazalosci. Oznacza to, ze komputer gdzies
musi powiedzie¢ ,STOP” (inaczej nie skoniczylby liczyé¢ do $mierci termicznej
Wszechs$wiata) i podjaé sie wyzwania oceny pozycji, na ktérej sie zatrzymal. Nie
wie, ,,co bedzie dalej”, ale skoro ma oceni¢ ustawienie figur na szachownicy, to
musi uzy¢ swojej. .. intuicji(?).

Jeszcze w latach 90. komputer Deep Blue w legendarnym meczu z Garrym
Kasparowem (innym pretendentem do miana szachowej ,kozy”) do ewaluacji
uzywal heurystyk postaci ,,—0,1 punktu za zdwojone piony” lub ,+0,2 punktu
za zroszowanego kroéla”. Kolejne dekady pokazaly, ze nie jest to podejscie
optymalne, a ludzkie heurystyki stopniowo odeszly do lamusa. Obecnie
najmocniejsze silniki, jak Stockfish, Leela Chess Zero czy Komodo Dragon,
oceniajg pozycje szachowe przy uzyciu sieci neuronowych. Sieci te przechodzg
dlugotrwaly proces treningowy (tak samo jak arcymistrzowie), w trakcie ktérego
rozgrywaja miliardy partii i ucza sie na wlasnych btedach. Docelowo strategia
ta okazuje sie na tyle skuteczna, ze zadna ludzka intuicja zapisana weglem

w aksonach nie jest w stanie konkurowaé z intuicja sztuczna, zapisana krzemem
w naszych komputerach.

Metoda Kartezjusza i powrét do antyku

Wréémy do artykuhu profesora Marcinkowskiego. W jednej z uwag przeprowadza
on eksperyment myslowy, w ktorym Banach ze Steinhausem siedza

w zadymionej kawiarni Szkockiej i dyskutuja o problemach, ktére my znamy

z Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej 2025. Profesor argumentuje

za wyzszoscia lwowskich geniuszy nad sztuczna inteligencja, ktorzy nie
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Zadanie 5 z finalu 77. OM: Dany jest
tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym

AB < AC. Okrag wpisany w ten tréjkat
jest styczny do bokéw BC,CA, AB,
odpowiednio, w punktach D, E, F. Punkty
X iY leza na prostej EF, przy czym
proste BX i CY sa prostopadle do
prostej BC. Punkt M jest srodkiem
odcinka BC. Prosta symetryczna do BX
wzgledem M X przecina prosta
symetrycznag do CY wzgledem MY

w punkcie Z. Wykazaé, ze proste ZD

i BC sa prostopadte.

Wigcej o grze Nim mozna poczytaé

w samej Delcie (ATO, A?B)7 ale takze
w oryginalnym artykule Boutona —

w tomie 3 (1901-1902) Annals of
Mathematics, dostegpnym pod adresem
www.jstor.org/stable/1967631.

Goraco zachgcam do lektury caltego
artykulu ,Impartial Games: A Challenge
for Reinforcement Learning” autorstwa
Bei Zhou oraz Sorena Riisa.

potrzebowaliby setek zadan testowych, by na serwetkach spisaé rozwigzania
probleméw olimpijskich. Autor przyznaje jednak wyjatkowy status geometrii,

z ktora Al powinna sobie poradzi¢ nawet bez takowego treningu. ,Bo geometria
jest z nami od bardzo dawna” pisze Autor, a ja mam nieodparte wrazenie, ze nie
o sam wiek tej galezi matematyki chodzi.

Gdy po raz pierwszy ustyszalem o srebrnym medalu olimpijskim dla
AlphaGeometry, bylem przekonany, ze sztuczna inteligencja podaza droga
przetarta jeszcze w XVII wieku przez jednego z ojcéw nowozytnej nauki.
Mowa, rzecz jasna, o Kartezjuszu, ktory blisko 400 lat temu rozpoczat

proces algebraizacji geometrii. Do dzi§ pomyst ,;wpisze wszystko w uktad
wspolrzednych i rozwiaze kilka rownan” przynosi zaskakujaco dobre rezultaty.
Przykladem stuzy zadanie 5 z finalu tegorocznej, 77. Olimpiady Matematycznej
(zob. margines), gdzie ,wystarcza” przyjaé¢ srodek O okregu (bez straty
ogoblnosci o promieniu 1) za poczatek ukladu wspélrzednych, przy czym o

OX najwygodniej ustawi¢ réwnolegle do boku BC. W takim ukladzie mamy
A= (za,ya), B=(zp,-1), C = (z¢,—1), D= (0,—1) oraz M = (ztrc 1)
i cale zadanie sprowadza sie do zmudnych i nudnych rachunkéw, wyznaczajacych
proste przechodzace przez dwa punkty, proste do nich prostopadle, ich punkty
przeciecia itd.

Do$é niespodziewanie (przynajmniej dla mnie) AlphaGeometry nie uzywa jednak
uniwersalnej metody Kartezjusza, a zamiast tego korzysta z klasycznych technik
i narzedzi, znanych jeszcze Talesowi czy Pitagorasowi. Studiujac publikacje
analitykéw z Google DeepMind, odnosze wrazenie, ze ich sztuczna inteligencja
traktuje geometrie podobnie jak szachy, warcaby czy starochinsks gre Go. Kazdy
krok dowodu to kolejny ruch, ale zamiast przesuwaé figury po szachownicy,

AT wpisuje okregi w tréjkaty, dorysowuje proste réwnolegle i rachuje miary
katéw. Praprzyczyna sukcesu tego podejscia wydaje sie stosunkowo latwa
»aksjomatyzowalnos¢” geometrii, ktéra zauwazyl juz Euklides w ,,Elementach”,
a uscidlit David Hilbert pod koniec XIX w. Al zwyczajnie potrafi gra¢ w gry
(takze w geometrig) o jasno zdefiniowanych regulach.

Ostatni bastion ludzkosci

Sukcesy sztucznej inteligencji w rozwiazywaniu probleméw olimpijskich
moglyby sugerowaé, ze juz niebawem bedziemy $wiadkami narodzin... ekhm. ..
konstrukeji najlepszego matematyka w historii. Odnosze jednak wrazenie, i tu
chyba zgadzamy sie z profesorem Marcinkowskim, ze wciaz nie pokonaliSmy
gtéwnych przeszkdéd na drodze do krzemowego uczonego, dla ktorego dotychczas
zgromadzona ludzka wiedza o matematyce bedzie jawié¢ si¢ niczym szkolna
tabliczka mnozenia. Wspomniane przeszkody siegaja jeszcze poczatkow XX
wieku, gdy okazalo si¢ (m.in. za sprawa hipotezy continuum czy twierdzenia
Godla), ze jednolita aksjomatyzacja calej matematyki jest nieosiagalna.

O ile zatem Al potrafi gra¢ w geometrie, to gra w matematyke jest znacznie
trudniejsza, gdyz nikt nie jest w stanie spisaé jej wszystkich regut. Co wiecej,
sami matematycy od dekad kldca sie o reguly juz spisane, czego najzywszym
przykladem jest podwazana zasadnos¢ przyjmowania aksjomatu wyboru.

Kolejny (i moze powazniejszy) problem latwo zilustrowaé na przykladzie gry
Nim, w ktorej dwdch graczy naprzemiennie zabiera kamienie z ustalonej liczby
stoséw. W trakcie swojej rundy gracz wybiera pojedynczy stos, a nastepnie
zabiera z niego dowolnie wybrana przez siebie liczbe kamieni (wlacznie

z zabraniem calego stosu). Zwyciezca zostaje ten, kto zbierze ostatni kamien

w grze (tzn. jego przeciwnik nie bedzie mial juz mozliwosci ruchu). Jak
wykazuja niedawne badania opublikowane na tamach ,Machine Learning”, nawet
modele wzorowane na algorytmach ze stajni Google DeepMind nie moga réwnacé
sie z najlepszymi graczami ludzkimi w Nim. Przewaga cztowieka to bowiem
efekt pracy Charlesa L. Boutona, ktéry ponad 120 lat temu opracowal strategie
wygrywajaca, oparta na xor-sumie liczby kamieni na poszczegdlnych stosach.
Mimo calej swej sztucznej inteligencji i syntetycznej intuicji, krzemowi gracze
do tej pory nie sa w stanie odtworzy¢ pomystu Boutona. Wyabstrahowanie
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zlotej reguly rzadzacej Nim na ten moment lezy poza ich zasiegiem. Laczy sie
to zapewne z zalozeniem, ze w przeciwienstwie do szachéw czy Go Nim ma
nieskoniczenie wiele pozycji startowych, gdyz ani liczba stoséw, ani kamieni

nie jest z gory ustalona. Stoséw moze by¢ tysiac, milion, miliard i tak ad
infinitum. .. Matematycy od czaséw paradokséw Zenona z Elei zmagaja

sie z konceptem nieskonczonodci i zdazyli nabra¢ juz pewnej wprawy w tej
materii. Potrafia spojrze¢ na nieograniczona przestrzen stanéw Nim jako catosé,
wspiaé si¢ na wyzszy poziom abstrakcji i wydestylowac strategie wygrywajaca.
Komputery jeszcze do tego nie dojrzaty. Chcac przerachowaé kazdy mozliwy
stan po kolei, utykaja niczym strzala Zenona, ktora nigdy nie siega tarczy.

Prowadzi to wszystko do dos¢ optymistycznego wniosku, ze péki co my, ludzie,
jestedmy w stanie spojrzec ,,glebiej” niz nasi krzemowi rywale. Owszem, liczymy
wolniej i gorzej, i w silnie zaksjomatyzowanych systemach komputery bija nas na
glowe. Niemniej, jesli chodzi o wyjécie poza utarte schematy i reguly, czlowiek
nadal potrafi wies¢ prym nad maszyna. Pytanie tylko: jak dlugo?
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Trojkaty w kratke
tukasz RAJKOWSKI

Zastandéwmy sie, jakie tréjkaty mozemy narysowaé na kartce w kratke tak,

by ich wierzchotki znajdowaly sie w punktach kratowych? Interesuja nas tu ich
ksztalty, a zatem pytanie zadajemy z doktadnoscia do podobienstwa tréjkatow
(np. nie odrézniamy tréjkata réwnobocznego o boku 1 od tego o boku /2).

Trojkat prostokatny réwnoramienny — wiadomo, . Ale czy kazdy trojkat
prostokatny? Gdyby dwa jego boki mialy by¢ rownolegte do linii kraty, to
oczywiscie mamy tu pewne ograniczenie: dlugosci jego przyprostokatnych
(wyrazone w wielokrotnosciach krawedzi kraty) beda catkowite, wigc tangensy
jego katéw musza by¢ liczbami wymiernymi. Jednak kratowy tréjkat
prostokatny nie musi mie¢ krawedzi réwnoleglych do linii kraty. ..

Wymierne tangensy — dobry trop! Jesli katy «,  majg wymierne tangensy, to na
mocy wzoru
tga+tg B
t =2 S
gla+5) 1+tgatgp
kat o + 8 réwniez ma wymierny tangens. To samo dotyczy kata o — 3.

To juz zalatwia sprawe w pelnej ogélnoéci. Dowolny kat tréjkata kratowego
mozemy wyrazi¢ jako sume lub réznice katéw prostokgtnych trojkatow
kratowych o przyprostokatnych réwnolegltych do linii siatki (rys. 1). Oznacza
to, ze wszystkie katy tréjkata kratowego musza mie¢ wymierne tangensy.
Dziala to réwniez w druga strone: jesli dwa katy ostre pewnego trojkata maja
tangensy réwne § oraz 3, gdzie a, b, ¢, d sg liczbami naturalnymi, to trojkat ten
mozna (z dokladnoscia do podobieristwa) otrzymadé, sklejajac dwa kratowe
tréjkaty prostokatne: jeden o przyprostokatnych dlugoéci ac i be, za$ drugi

o przyprostokatnych ac i ad.

Nasza obserwacja ma fatalne konsekwencje natury estetycznej. Tangens kata 60°
jest réwny v/3. Nie jest to liczba wymierna, zatem na papierze w kratke nie
znajdziemy niestety tréjkata réwnobocznego. Na pocieszenie dodajmy, ze

na kartce standardowego zeszytu w kratke formatu A5 mozemy narysowaé
tréjkat kratowy bedacy tréjkatem réwnoramiennym o podstawie dhugosci 15 cm
(czyli 30 kratek), réwnoleglej do dtuzszego boku zeszytu, oraz wysokosci 13 cm
(rys. 2). Odchylenie katéw tego tréjkata od 60° nie przekracza 0,04°. Lepiej na
kartce A5 sig¢ nie da, ale oszustwo i tak jest raczej nie do wychwycenia przez
ludzkie oko. Co ciekawe, na kartce w kratke formatu A4 tez nie da sie lepiej, ale
da si¢ niebanalnie inaczej, tak by zaden z bokéw nie byt réwnolegly do krawedzi
kartki. Jak? Polecamy zastanowi¢ si¢ samemu!
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