Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 822, 823

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA
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Rys. 1

822. Szescian porusza si¢ w przestrzeni. W pewnej chwili jego Sciana ABC'D
(rys. 1) jest pozioma, a predkosci punktéw A i B skierowane sa pionowo w dét
i maja wartosci v. Predkos¢ punktu C' w tej samej chwili ma wartosé 2v.

Jaka maksymalna predko$é moga mie¢ w tym samym momencie inne punkty

! 823. Do zrédla o sile elektromotorycznej U dolaczono szeregowo nienatadowany
kondensator o pojemnosci C' i cewke o indukcyjnosci L. W chwili gdy napiecie
na kondensatorze osiagneto wartos¢ U, do cewki dotaczono rownolegle jeszcze
7 J jeden kondensator o pojemnoéci C. Znalez¢ maksymalny tadunek na tym

v kondensatorze. Opér wewnetrzny zrodla oraz opory przewoddéw laczacych sa

Rozwiazania zadan z numeru 5/2026

Czoléwka ligi zadaniowej KIUb, M4F Przypominamy tre$é zadan: B
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan ’ -
812 (WT = 3,07), 813 (WT = 3,37) 818. Przekrdj szklanego pryzmatu jest prostokatnym tréjkatem
z numeru 2/2026 réwnoramiennym (rys. 2). Podstawa AC' i §cianka boczna BC
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 3-38,16 sa gladkie, scianka boczna AB — matowa. Szklo, z ktérego wykonano
Tomasz Wietecha Tarnéw 18-36,68 pryzmat, ma wspélczynnik zalamania n. Pryzmat stoi na gazecie. =~~~ ST==-=-=--=-=-=-=---
Krzysztof Zygan Lubin 34,85 Jaka czgs¢ powierzchni tekstu widzi obserwator, ktéry patrzy A c
Marian Lupiezowiec Gliwice 3-23,88 przez gladka Sciankg BC? Rys. 2
Pawel Kubit Krakéw 23,36 . . L . . L : . . .
Filip Wojaczek Rybnik 17.03 819. W naczyniu znajduje sig ciecz i jej para nasycona. W wyniku procesu izotermicznego
)

rozprezania objeto$¢ zajmowana przez pare wzrosta 8 = 3 razy, a ci$nienie pary zmalalo o = 2

razy. Znalezé stosune

masy cieczy do masy pary znajdujacych sie w naczyniu w chwili poczatkowej.

Objetosé zajmowang przez ciecz zaniedbad.

p

Rys. 4 v

818. Promienie wychodzace z gazety pod szklem biegna we
wszystkich kierunkach i przecinajac granice powietrze—szklo,
zatamuja sie. Do szkla wchodza tylko wewnatrz stozka o kacie
rozwarcia 2aq, gdzie ag jest katem catkowitego wewnetrznego
odbicia w szkle (rys. 3):

agp = arcsin(1/n).
Musimy rozwazy¢ dwa przypadki (pierwszy przedstawia rys. 3).

L. ag < 7/4, czyli n > /2

Wszystkie promienie z obszaru AD padaja na matowa krawedz
i obszar ten jest niewidoczny.

Stosujac do tréjkata ABD twierdzenie sinuséw, mamy:
AD AB

"~ osin(m/2 4+ ag)

sin(w/4 — ap)
Uwzgledniajac, ze

AB = AC/V?, AD = AC — DC,
otrzymujemy
k:%: 1+tgao _ 1+1/m.
AC 2 2

Aby jednak promienie padajace z obszaru DC na krawedz BC
przynajmniej cze$ciowo wychodzily na zewnatrz, najmniejszy
kat padania na krawedz BC musi by¢ mniejszy od kata
granicznego ap:

w/4 — ap < ao,

czyli
ag >7/8 = n<1/sin(7/8) =2,61.
Stad
1+ tg(m/8
= L)
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II. g > /4, czylin < V2

Do krawedzi BC' dotra promienie ze wszystkich punktéw
podstawy AC, a ich katy padania beda mniejsze niz /4, czyli
promienie wyjda na zewnatrz pryzmatu.

Podsumowujac:
dla n < v/2 obserwator widzi caly tekst,
dla v2 < n < 1/sin(n/8) = 2,61 widoczna jest czesé tekstu

k= 1+1/4/n2-1
=,

dla n > 2,61 tekstu nie wida¢ wcale.

819. W opisywanym procesie uklad ciecz—para o masie m¢ + myp
przechodzi w stalej temperaturze T' ze stanu poczatkowego 1 do
stanu konicowego 3 (rys. 4).

Oznaczajac ci$nienie pary nasyconej w tej temperaturze przez po,

a jej objetosé przez Vi, mamy:
mpRT

1) poVi = 42—,

Hp
gdzie pp jest masa molowg pary.

W stanie posrednim 2 cala ciecz wyparowala i w naczyniu
znajduje si¢ tylko para nasycona o cidnieniu pg i objetosci Va:
@) DoV = (me + mp)RT.

Hp
W stanie konicowym ciénienie tej samej masy pary nienasyconej
wynosi p3, a objetosé¢ Va:

me + mp)RT
(3) p3Vz = (me & mp) RT .
Hp
Z tresci zadania: o
p3 = —, V3 = BV1.
a
Z réwnan (2) i (3): v
Vo = V3ZL3 = —3
Po e

Dzielac (3) przez (1), otrzymujemy
Me+mp p3V3 _ B

myp poVa T al
Szukany stosunek masy cieczy do masy pary w stanie

poczatkowym wynosi
me B 1 1

mp o« 2



Zadania z matematyki nr 925, 926
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Klub 44 M
1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2026

925. Wewnatrz ustalonego czworokata wypuktego lezy taki punkt, ze odcinki
taczace 6w punkt z wierzchotkami dziela czworokat na cztery tréjkaty o rownych
polach. Dowiesé, ze istnieja dwa wierzchotki réwnoodlegle od punktu przeciecia
przekatnych czworokata.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
915 (WT = 2,46) i 916 (WT = 1,33)
z numeru 2/2026

926. Znalezé wszystkie funkcje ciaglte f: R — R spelniajace réwnanie
funkcyjne

fle+fly)+fly+ f(x)=22+2y da z,yeR.

Roksana Stowik 42,93 . : .
Konyertof Kamifiski Pabianice 42,66 Zadanie 926 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.
Jedrzej Biedrzycki 42,06 . . ,

Janusz Olszewski Warszawa 41,53 ROZWIE}Z&H]& zadan z numeru 5/2026

Marian Lupiezowiec Gliwice 40,52
Janusz Fiett Warszawa 38,51
Tomasz Wietecha Tarnéw 34,34
Pawel Kubit Krakéw 32,69
Piotr Kumor Olsztyn 32,18
Fukasz Merta 31,54
Piotr Wisniewski Warszawa 30,84
Pawel Najman Krakéw 30,41
Marek Spychata Warszawa 29,44
Andrzej Kurach Ryjewo 29,17

Przypominamy tre$¢ zadan:

921. W tréjkacie ABC punkt D jest spodkiem wysokosci CD. Punkt E lezy wewnatrz tego tréjkata
i zachodza zwiazki: AC > BC = BE, CD? = AD - BD. Dwusieczna kata AED potowi bok AB.
Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci miary kata ABC.

922. Niech o (k) oznacza sume¢ wszystkich (dodatnich) dzielnikéw liczby naturalnej k. Niech A,,
bedzie $rednia arytmetyczng liczb o(k)/k po k =1,...,n. Obliczyé granice ciagu (A,,), gdy
n — oo, lub wykazaé, ze ten ciag nie ma granicy.

921. Z zalozenr o dlugosciach odcinkéw wynika, ze AD > BD oraz ze kat BC A jest prosty.
Zatem AB jest $rednicg okregu 2 opisanego na tréjkacie ABC. Przyjmijmy, ze okrag w
o $rodku B i promieniu BC (= BFE) przecina odcinek AD w punkcie M oraz przediuzenia
odcinkéw CD i ED odpowiednio w punktach F' i G. Patrzac na potegi punktu D wzgledem
okregéw w i 2, dostajemy réwnosci:
B ED-DG=CD-DF =AD - -DB.

Roéwnosé skrajnych iloczynéw oznacza, ze czworokat AEBG ma okrag opisany, wobec czego

XAEG = ¥xABG = xMBG =2 - xMEG

(ostatnia réwnosé: kat srodkowy okregu w i kat wpisany). Tak wiec péiprosta EM jest
dwusieczng kata AED, zatem (w myS$l zalozenia) M jest Srodkiem boku AB tréjkata
prostokatnego ABC. Stad wniosek, ze AB = 2 - BC i w konsekwencji xABC = 60°. Jest
to jedyna mozliwa miara kata ABC. Latwo sprawdzi¢, ze wszystkie postawione warunki sg
woéwczas spelnione przy kazdym potozeniu punktu E na tuku CM okregu w.

C

922. Gdy zmienna d przebiega zbiér wszystkich (dodatnich)
dzielnikéw liczby k, iloraz k/d przebiega ten sam zbidr.

odpowiadajace liczbom k € {1,...,n}, podzielnym przez d; jest
ich |n/d|, zatem

Przyjmijmy oznaczenie: n
A - 1 1 \‘nJ
1 gdy k dzieli sie przez d, " dld]
h(d, k) = d=1
0 gdy k nie dzieli si¢ przez d
Poniewaz % > L%J > "de , dostajemy dwustronne oszacowanie:
(to funkcja charakterystyczna relacji d|k). Tak wiec
n n n
n n & 1 noo A > 1 n—d 1 n 1
o(k) = d-h(d,k) = — - h(d, k). n 27", d? _;Z 2 d)
dz_; dz_; d d=1 d=1 d=1
Przeksztalcamy wyrazenie okreslajace A,, zmieniajac porzadek czyli: " N
sumowania: 1 . 1 1
n non Kn > An > Ko — —Hy, gdzie Kn=Y =, Hu= =
1 ok) 1 1 n d d
Ap = — —_— == ( — - h(d, k)) d=1 d=1
n 1 k n he1 d—1 d Wiadomo (— komentarz redaktora Ligi w e-wydaniu), ze
n Ky — éw2, %Hn — 0. Z twierdzenia o trzech ciagach wynika
= l (1 Z h(d, k)) odpowiedz: limp—00 Ap = %7‘(’2.
n d
d=1 k=1

[Autor zadania, Witold Bednarek, opatrzyt je uwaga, ze

Przy ustalonym d suma ZZ:l h(d, k) zlicza jedynki pomyslodawcy rozwiazania jest (byl) Andrzej Schinzel].

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje
on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



