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Rys. 1. Czapka Newtona
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Rys. 2. Aby utatwié obliczenia, odcinki
reprezentujace efektywng sile oporu
dziatajaca na dany punkt powierzchni
maja swij poczatek na Scianie sze$cianu
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Rys. 4

Ksztalt i opor, czes¢ 2/4
Nie tylko czapka Newtona
Jarostaw GORNICKI*

Ustalmy kule i walec o takich wielko$ciach, ze bryly te moga by¢ wpisane

w sze$ciany o tym samym boku (dla ustalenia uwagi réwnym 2). W czedci
pierwszej pokazalidémy, ze w rozrzedzonym osrodku, gdy bryly te poruszaja

sie z takimi samymi predkos$ciami w kierunku osi walca, kula stawia o potowe
mniejszy opér niz walec. Czy w rozwazanej sytuacji, w szeScianie, mozna
utworzy¢ bryle o objetosci wiekszej niz kula, a jednoczesnie stawiajaca w ruchu
mniejszy op6r niz kula? Odpowiedz — tak! — jest nieco zaskakujaca.

Stozek $ciety, ktorego tworzaca nachylona jest do osi stozka pod katem 45°,
nazywamy czapkg Newtona (rys. 1). Wykazemy, ze nalozenie na kule,
prostopadle do kierunku ruchu, czapki Newtona o promieniu podstawy %\/5

i wysokosci 2 (2 — v/2) zmniejsza opér stawiany przez taka bryle podczas ruchu
(w rozrzedzonym osrodku).

Jak w czesci pierwszej, zalézmy, ze na kule dzialajg niezalezne czastki osrodka
poruszajace sie w kierunku AQ, wszystkie z takim samym pedem zaréwno

co do wartosci, jak i kierunku. Niech odcinek AO (o dlugosci 1) reprezentuje
ped czastki uderzajacej w bryle. Postuzymy sie rozwazaniami z uzasadnienia
Stwierdzenia XXXIV (patrz czesé 1/4). Opér, jaki stawia fragment powierzchni

kuli wyciety przez walec o osi AO i promieniu podstawy AB = AC = §7 jest

co do wartosci rowny objetosci zaznaczonego fragmentu paraboloidy obrotowej

BEODC (rys. 2). Poniewaz BE = CD = £ (jesli OA utozsamimy z nieujemna

czedcig osi rzednych OY, to nasza parabola ma réwnanie y(z) = z22), a objetodé

odcinka paraboloidy FOD jest rowna polowie objetosci walca na niej opisanego,
3 V2 1_3

wigc objetos¢ fragmentu paraboloidy BEODC jest réwna 5 - 7 - (7)2 c5 = gT.

Obliczmy teraz opér, jaki (przy tych samych warunkach) na tym samym
obszarze stawia czapka Newtona ustawiona prostopadle do kierunku ruchu.

Opér ten jest réwny, co do wartosci liczbowej, objetosci walca o osi AO

i promieniu podstawy AF = AG = /2 — 1, powiekszony o objetoéé rury
BECD (otrzymanej przez usuniecie z walca BEDC walca o osi AO i promieniu
podstawy AF = AG), gdzie BE = CD =  (rys. 3). Z czesci 1 wiemy, ze
efektywny opér powierzchni bocznej czapki Newtona (stozka $cietego) jest réwny
AO -sin*(%) = &, wiec stad BE = CD = 1. Laczna objetoé¢ opisanych tu bryl
jest rowna:

;'W'ABQ-F;~W~AF2:W<31+(\/§—1)2>.

Poniewaz i +(V2-1)2< %, wiec kula z czapka Newtona stawia mniejszy opér

niz kula bez czapki! O

Prawdziwe jest ogdlniejsze stwierdzenie Newtona (zawarte w Principiach,
Ksiega II, Scholium do Stwierdzenia XXXIV): (...) jesli bryla ADBE powstaje
w wyniku obrotu eliptycznej lub owalnej figury ABDE wokdl osi AB oraz jesli
generujgca figura jest styczna do trzech prostych FG, GH i HI w punktach

F, B i1 w taki sposob, ze GH jest prostopadle do osi w punkcie stycznosci B
oraz FG i HI przecinajg sie na prostej GH pod kqgtami FGB i BHI réwnymi
135°, to bryla powstajgca w wyniku obrotu figury ADFGHIE wokdl tej samej
ost AB napotyka mniejszy opor niz poprzednia figura, zakladajgc, ze kazda z nich
porusza sie naprzod wzdluz osi AB w kierunku B.

Dalszy tekst Newtona zaskakuje jeszcze bardziej — to rozwiazanie ogdlnego
problemu aerodynamicznego.

Problem aerodynamiczny. Wyznaczyé powierzchnie obrotowg

(0 wysokodci H, ktérej podstawq jest okrag o promieniu R), ktdra ogranicza
obszar wypukly i stawia najmniejszy opor podczas ruchu postepowego

w rozrzedzonym osrodku.
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Newton zawarl rozszerzone wyjaénienie
swojego rozwiazania problemu
aerodynamicznego w liscie z 1694 roku do
Davida Gregory’ego z Oksfordu.

C x x+d

Rys. 5

Problem ten zaliczamy dzisiaj do teorii
sterowania optymalnego, ktéra w polowie
XX wieku wyrosta z rachunku
wariacyjnego. Jego dalsze uproszczenie to
de facto zastosowanie metody mnoznikéw
Lagrange’a, ktora Joseph Lagrange
(1736-1813) odkryl w wieku 19 lat.

Twierdzenie. Jesli dla dowolnego =
wartosé u = f'(x) jest wartosciq
minimalng funkcji L(u) na zbiorze [0, c0),
to f jest rozwigzaniem Problemu (N) dla
odpowiednio dobranej wartosci H.

Newton podal wtasciwa odpowiedz, ale nie wyjasnil, jak do niej doszedl. Chetni
moga spojrzeé¢ na szkic wspélczesnego rozwiagzania problemu (podanego miedzy
gwiazdkami). Daje to pewne wyobrazenie o wiedzy matematycznej Newtona

w 1687 roku.

ko ok Xk

Zalézmy, ze powierzchnie obrotowa uzyskujemy przez obrét wykresu funkcji
wypuklej i niemalejacej y = f(x), gdzie z € [0, R], f(0) =01 f(R)=H > 0.
Na wykresie funkcji f wybieramy dwa punkty, A i B, tak blisko siebie, ze
odcinek AB jest jego dobrym przyblizeniem. Podczas obrotu wokél osi Y
odcinek ten zakresla powierzchnie boczna stozka Scietego. Jesli czastki osrodka
uderzaja z pedem P w kierunku osi Y, to w punkcie A przekazany ped
w kierunku osi Y wynosi 2P - sin?(xCAx) = 2P - cos?(xACx). Zatem efektywny
op6r powierzchni bocznej stozka $cietego o tworzacej AB jest (w przyblizeniu)
réwny 2P - 27 - 2 - d - cos? (X ACz). Poniewaz kat a(z) := xACz tworzy styczna
do wykresu funkcji f w punkcie A — a jak pamietamy, f’(z) = tg(a(z)) — wiec po
1

. . 4. 2 _ 1 . 2 _
skorzystaniu z zaleznosci cos® o = 5= TigZa Ofrzymujemy cos a(z) = e TR

Dzielac teraz wykres funkcji na malte odcinki, sumujac opory na wszystkich
pierécieniach, otrzymujemy catkowity opér stawiany przez powierzchnie
otrzymana z obrotu wykresu funkcji f wokot osi Y jako

R R
0 0

Problem sprowadza si¢ wiec do znalezienia funkcji f, dla ktérej catka
R

f H[ffw dz przyjmuje warto$¢ najmniejsza przy dodatkowym warunku,

0

ze f(R) — f(0) = H. Uproscimy to sformulowanie, wprowadzajac oznaczenie
R R

u(z) := f'(z). Poniewaz [udz = [ f'(z)dz = f(R) — f(0) = H, wigc teraz
0 0

problem ma postaé:

R
Problem (N). Wyznaczy¢ funkcje u(z), dla ktorej calka [ Tz dz przyjmuje
0
R
warto$¢ najmniejszq przy warunku [u(z)dzr = H.
0
Uproscimy Problem (N), zastepujac go problemem bez ograniczeri: sposrod
wszystkich nieujemnych funkeji u(z) wyznaczy¢ taka, dla ktérej catka

f(l—s-% + qu) dz ma warto$é najmniejsza, gdzie liczba g > 0 jest jeszcze
0

nieokreslonym (dokladnie) parametrem. Zrobimy to tak, ze dla kazdego =
znajdziemy minimum funkcji L(u) = 1755 + qu. Oznaczymy przez u(z) wartosé
minimum tej funkcji, a potem znajdziemy funkcje f spelniajaca f'(z) = u(x) dla
wszystkich x € [0, R].

Minimum funkcji L(u) w przedziale [0, 00) znajdziemy za pomoca pochodnej
L'(u) = 7(1_%”7“’;)2 + q. Poniewaz L(u) — +o00, gdy u — +00, wigc funkcja L ma
minimum albo w punkcie u, gdzie L'(u) = 0, albo na poczatku przedziatu, tj.

dla v = 0. Jesli minimum funkcji L jest osiagane w punkcie u # 0, to spelnione

sa warunki, L' = 0 i L(u) < L(0), ktére daja 4 = (1+2+)2 i ﬁ + 4u < 1. Stad

. 2 . .
otrzymujemy ﬁ + (1_%#)2 < 1, a po dalszych uproszczeniach u? > 1, wiec u > 1.
Oznacza to, ze dla dowolnego x wartos¢ u moze by¢ wyznaczona z rownania

1
(%) x:g<3+2u+>, gdzie u > 1.
u

Poniewaz funkcja po prawej stronie jest rosnaca ze wzgledu na zmienna u, wiec
jej minimum znajduje si¢ w punkcie u = 1 i wartosé¢ ta jest réwna 2q. Oznacza to,
ze réwnanie ustala wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy punktami
x € [2¢q,00) i u € [1,00). Dla kazdego x > 2¢ minimum funkeji L(u) jest osiagane
przy u > 1, dla kazdego x € [0,2¢) minimum jest osiagane w punkcie u = 0,
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y = f(z)

(H, R)

45° X

0

Rys. 6. Wykres funkcji y = f(z) na
przedziale [2g, c0) jest styczny w punkcie

2q

x = 2q do prostej y =z — 2¢q
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Rys. 7. Wykresy funkcji y = f(z) dla
R =11 H przyjmujacego wartosci 2, 1, %,
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Rozwigzania na str. |24

natomiast dla x = 2¢ funkcja L(u) osiaga minimum w dwdch punktach: v = 0
oraz u = 1. Poniewaz u(z) = f'(x), a przy tym f(0) = 0, wiec optymalna postaé
funkcji f jest nastepujaca: f(z) =0 dla x € [0,2q], a w przedziale [2q, R] jej
pochodna jest pierwiastkiem réwnania L'(u) = 0 wiekszym od 1.

Pozostaje znalezé u z réwnania L’'(u) = 0. Niestety nie potrafimy tego zrobi¢
bezposrednio. Traktujmy wiec od teraz u jako parametr (z przedzialu [1,00)), za
pomoca ktérego wyrazimy obie wspélrzedne punktu (z(u), y(u)) na wykresie f;
wzOr na funkcje z(u) mamy juz w réwnaniu (). Ponadto postulujemy

f'(z(u)) = u, wiec ze wzoru na pochodna zlozenia:

V) = (@) = 7o) ') = -o'() = & (300 420 1),

Calkujac obie strony, wyznaczamy y(u) = %(% +u? —Inu + C), a warunek
y(u = 1) = 0 wyznacza nam stala: C = —Z. Ostatecznie znalezliSmy réwnania
opisujace wykres funkcji y = f(x) bedacej rozwiazaniem postawionego problemu:

f(z) =0dla z € [0,2¢], a w przedziale [2q, R],

{m =2(ud+2u+ 1),

y=2Gu'+v? —lnu—1), u>1,

2\4

gdzie ¢ znajdujemy z warunku f(R) = H (rys. 6).
S

Rozwigzanie problemu aerodynamicznego podane przez Newtona zaskakuje
nawet dzisiaj. Powierzchnia, ktéra w ruchu postgpowym stawia najmniejszy
opér, musi mieé ,ptaski czubek”! Wielko$¢ splaszczenia zalezy od warto$ci H
i R, co ilustruje rysunek 7.

Rozwiazanie Newtona przeszlo bez echa. Swiat nauki zachwycil sie problemem
brachistochrony postawionym przez Johanna Bernoulliego (a wiec narodzinami
rachunku wariacyjnego, 1696), a potem metoda mnoznikéw Lagrange’a

i wspanialymi osiagnigciami Eulera. Tymczasem Isaac Newton, bez rozglosu,
na kilku stronach Principiow (1687) wyprzedzil swoja epoke o 300 lat.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1151. W Wielkim Zderzaczu Hadronéw (LHC) protony rozpedzane sa do
energii £ = 6,5 TeV = 6,5 - 10'2 eV, a ich tor zakrzywiany jest wéwczas przez
jednorodne pole magnetyczne o indukcji 7,7 T wytwarzane przez magnesy
nadprzewodzace. Ile wynosi promien R krzywizny toru protonéw w LHC? Pole
magnetyczne jest prostopadle do predkosci protonéw. Jako predkoséé swiatta
przyjmij ¢ = 3 - 108 m/s.

F 1152. Wkroétce po utworzeniu neutralny mezon rozpad? sie na dwa fotony:

w kierunku uprzedniego lotu mezonu powstat foton o energii F; = 202,5 MeV,
a w kierunku wstecznym — o energii Fy = 22,5 MeV. Jaka byla masa spoczynkowa
mg mezonu? Z jaka predkoscia poruszal si¢ mezon?

Przygotowat Dominik BUREK

M 1864. Dla jakich liczb catkowitych dodatnich n mozna wybraé cztery rézne
liczby a, b, ¢, d ze zbioru {n,n + 1,...,n?} tak, aby ab = cd?
M 1865. Dany jest tréjkat réoznoboczny, ktérego dtugosci bokéw sa liczbami
catkowitymi dodatnimi a, b, c. Udowodnié¢, ze co najmniej jedna z liczb

ab+1, bc+1, ca+1
nie jest kwadratem liczby catkowite;j.
M 1866. Na kwadratowej planszy 11 x 11 zaznaczono wszystkie 144 wierzchotki
poél. Nastepnie zaznaczone punkty pokolorowano na pieé¢ koloréow. Jakie
jest najwieksze mozliwe do uzyskania minimum odleglo$ci miedzy dwoma
jednokolorowymi punktami?
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