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Rys. 6. Wykres funkcji y = f(z) na
przedziale [2g, c0) jest styczny w punkcie
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Rys. 7. Wykresy funkcji y = f(z) dla
R =11 H przyjmujacego wartosci 2, 1, %,
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natomiast dla x = 2¢ funkcja L(u) osiaga minimum w dwdch punktach: v = 0
oraz u = 1. Poniewaz u(z) = f'(x), a przy tym f(0) = 0, wiec optymalna postaé
funkcji f jest nastepujaca: f(z) =0 dla x € [0,2q], a w przedziale [2q, R] jej
pochodna jest pierwiastkiem réwnania L'(u) = 0 wiekszym od 1.

Pozostaje znalezé u z réwnania L’'(u) = 0. Niestety nie potrafimy tego zrobi¢
bezposrednio. Traktujmy wiec od teraz u jako parametr (z przedzialu [1,00)), za
pomoca ktérego wyrazimy obie wspélrzedne punktu (z(u), y(u)) na wykresie f;
wzOr na funkcje z(u) mamy juz w réwnaniu (). Ponadto postulujemy

f'(z(u)) = u, wiec ze wzoru na pochodna zlozenia:

V) = (@) = 7o) ') = -o'() = & (300 420 1),

Calkujac obie strony, wyznaczamy y(u) = %(% +u? —Inu + C), a warunek
y(u = 1) = 0 wyznacza nam stala: C = —Z. Ostatecznie znalezliSmy réwnania
opisujace wykres funkcji y = f(x) bedacej rozwiazaniem postawionego problemu:

f(z) =0dla z € [0,2¢], a w przedziale [2q, R],

{m =2(ud+2u+ 1),

y=2Gu'+v? —lnu—1), u>1,

2\4

gdzie ¢ znajdujemy z warunku f(R) = H (rys. 6).
S

Rozwigzanie problemu aerodynamicznego podane przez Newtona zaskakuje
nawet dzisiaj. Powierzchnia, ktéra w ruchu postgpowym stawia najmniejszy
opér, musi mieé ,ptaski czubek”! Wielko$¢ splaszczenia zalezy od warto$ci H
i R, co ilustruje rysunek 7.

Rozwiazanie Newtona przeszlo bez echa. Swiat nauki zachwycil sie problemem
brachistochrony postawionym przez Johanna Bernoulliego (a wiec narodzinami
rachunku wariacyjnego, 1696), a potem metoda mnoznikéw Lagrange’a

i wspanialymi osiagnigciami Eulera. Tymczasem Isaac Newton, bez rozglosu,
na kilku stronach Principiow (1687) wyprzedzil swoja epoke o 300 lat.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1151. W Wielkim Zderzaczu Hadronéw (LHC) protony rozpedzane sa do
energii £ = 6,5 TeV = 6,5 - 10'2 eV, a ich tor zakrzywiany jest wéwczas przez
jednorodne pole magnetyczne o indukcji 7,7 T wytwarzane przez magnesy
nadprzewodzace. Ile wynosi promien R krzywizny toru protonéw w LHC? Pole
magnetyczne jest prostopadle do predkosci protonéw. Jako predkoséé swiatta
przyjmij ¢ = 3 - 108 m/s.

F 1152. Wkroétce po utworzeniu neutralny mezon rozpad? sie na dwa fotony:

w kierunku uprzedniego lotu mezonu powstat foton o energii F; = 202,5 MeV,
a w kierunku wstecznym — o energii Fy = 22,5 MeV. Jaka byla masa spoczynkowa
mg mezonu? Z jaka predkoscia poruszal si¢ mezon?

Przygotowat Dominik BUREK

M 1864. Dla jakich liczb catkowitych dodatnich n mozna wybraé cztery rézne
liczby a, b, ¢, d ze zbioru {n,n + 1,...,n?} tak, aby ab = cd?
M 1865. Dany jest tréjkat réoznoboczny, ktérego dtugosci bokéw sa liczbami
catkowitymi dodatnimi a, b, c. Udowodnié¢, ze co najmniej jedna z liczb

ab+1, bc+1, ca+1
nie jest kwadratem liczby catkowite;j.
M 1866. Na kwadratowej planszy 11 x 11 zaznaczono wszystkie 144 wierzchotki
poél. Nastepnie zaznaczone punkty pokolorowano na pieé¢ koloréow. Jakie
jest najwieksze mozliwe do uzyskania minimum odleglo$ci miedzy dwoma
jednokolorowymi punktami?
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Rozwiagzania zadan ze strony 12

i Rozwigzanie zadania M 1864.
Odpowiedz: dla wszystkich n > 3.
Zauwazmy, ze jesli n > 3, to wérdd liczb od n do n? znajduja sie
cztery rézne liczby
n<n+1l<2n<2n+2,

dla ktérych zachodzi réwnosé

n(2n +2) =2n(n + 1).
(Uzasadnienie, ze dla n > 3 mamy 2n + 2 < n?, pozostawiamy
Czytelnikom).
Jedli zas n < 2, to w zbiorze sg mniej niz 4 liczby, wiec nie da sie
wybraé czterech réznych liczb.

& Rozwigzanie zadania M 1865.
Przypusémy przeciwnie, ze wszystkie trzy liczby
ab+1, bc+1, ca+1
sg kwadratami. Bez straty ogélnosci zatézmy, ze a < b < c.
Z nieréwnoéci trojkata mamy wtedy a +b > c.
Zauwazmy, ze liczby (ca + 1)(cb + 1) oraz ¢®(ab+ 1) sa
kwadratami. Istnieja wiec liczby calkowite x,y takie, ze
(ca+1)(cb+1) =2 oraz c*(ab+1) =3
Witedy liczba
di=2> -y’ =(ca+1)(cb+1)=ab+1)=cla+b—c)+1
jest dodatnia, skad = > y, a wiec x > y + 1. Zatem
d=2" -y’ > (y+1)° -y’ =2+ 1.
Poniewaz y = cv/ab + 1, to
d>2cVab+1+1.
W szczegblnoécei d > 2ac + 1. Z kolei poniewaz ¢ > b, to
ac+1>cla+b—c)+1=d.
Ostatecznie wigc
d>2cVab+14+1>2ac+1>ac+1>cla+b—rc)+
sprzecznosc.

1=d,

m Rozwigzanie zadania M 1866.

Odpowiedz: V5.

Rozwazmy w naszym kwadracie dowolne dwie kratki majace
wspolny bok. Majg one tacznie 6 wierzchotkéw, a odlegtosé
miedzy dowolnymi dwoma sposréd nich nie przekracza /5.
Poniewaz punktéw tych jest 6, a koloréow tylko 5, to z zasady
szufladkowej Dirichleta dwa z tych punktéw majg ten sam kolor.
Zatem w kazdym przypadku znajda si¢ dwa jednokolorowe
punkty w odlegtosci nie wiekszej niz v/5.

Nastepujacy przyktad dowodzi, ze ograniczenie /5 jest
optymalne.
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i Rozwigzanie zadania F 1151.

W polu magnetycznym o indukcji B na protony o tadunku e
(fadunek elementarny) poruszajace sie z predkoscia U

dziala sila Lorentza F = et x B. Réwnanie ruchu (Newtona)
wiaze szybkos$¢ zmiany pedu p'z dzialajaca sita. Mamy:

d _
d—IZ:eﬁxB.

Masa spoczynkowa protonu wynosi okoto
1GeV=10%evV=10"2 TeV, a wiec proton o energii 6,5 TeV
porusza sie z predkoscia praktycznie réwng predkosci swiatla c.
Ped czastki poruszajacej sie z predkoscia poréwnywalng

z predkoscia Swiatta wynosi:

p=qmov, v=1/4/1-(v/c)%

Przepiszmy réwnanie ruchu, wykorzystujac relatywistyczny
zwiazek miedzy 71 p':
dp ( e
dt Ymo

)ﬁxﬁ.

Iloczyn wektorowy po prawej stronie jest prostopadly do B

i do P, co oznacza, ze zgodnie z tym réwnaniem (wektor B ma
stalg warto$é, kierunek i zwrot) zmienia si¢ jedynie kierunek
wektora p, a jego dlugosé pozostaje bez zmian — ruch odbywa
si¢ po okregu o promieniu R, a szybko$¢, z jaka obraca sig¢
wektor predkosci ¢ (predkos$é katowa ruchu), wynosi:

v eB

E_'ymo'

Otrzymujemy:

_ ymov E

T "eB  eBc

W drugiej rownosci skorzystaliSmy z faktu, ze v = ¢ oraz

E = ymoc?. Liczbowo otrzymujemy R ~ 2,8 - 103> m (doktadna
warto$¢ podawana w dokumentach technicznych LHC to

R = 2803 m). Dtugos$¢ LHC (26 659 m) jest wigksza niz

27 razy otrzymana tu warto$é¢ R, bo tunel, w ktérym biegnie
wiazka, nie jest doktadnie okregiem (sa odcinki proste), a pole
zakrzywiajace wiazke ma na niektérych odcinkach bardziej
skomplikowang, forme niz przyjete tu pole jednorodne.

R

i Rozwigzanie zadania F 1152.

Prawa zachowania pedu i energii pozwolg nam znalezé energie

i ped mezonu. Energia catkowita E mezonu byla réwna sumie
energii fotonéw: £ = E1 + FE2 = 225 MeV. Ped mezonu takze byt
réwny sumie pedéw fotonéw. Po rozpadzie fotony poruszaly sie
wzdluz tej samej prostej co mezon przed rozpadem. Przyjmijmy
zwrot ruchu mezonu przed rozpadem za dodatni. Energia fotonu
réwna jest iloczynowi wartosci jego pedu i predkosci swiatta c.
Ped p mezonu przed rozpadem wynosil wiec:

p=FE1/c— E2/c =180 MeV /c.

Dla obliczenia masy spoczynkowej mo mezonu skorzystamy

z tozsamosci:
2
moc” = £/ E?2 — ¢2p2.

Liczbowo otrzymujemy moc? = 135 MeV, natomiast predkosé
wyznaczymy ze zwiazku:

v cp
- = — =180/225 =0,8.
paly / :
Otrzymujemy, ze rozpadl sie¢ mezon o masie mo = 135 MeV/ c?
(mezon 7°), o energii catkowitej E = 225 MeV, poruszajacy sie
z predkoscia v = 0,8¢ &~ 2,4 - 108 m/s.



